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BCTYNJIEHHE 


O6HoB menue Benrepckoli Akagemuu Hayk OTKpbIIO HOBYIO MiaBy B HCTO 
pum BeHrepcKoi HayKH. Yuenbie Bexrpwu BCeMM CHJIaMM CTPeMATCA CIIYDKUTb 
flemy Hapofa M CBOHMM HCCefOBaHMAMM CMOCOOCTBOBaTb CO3M/aTeIbHOMY 
Tpyay mocrpoeHua commanusma. Benrepckan Hapoguaa Pecny6vKa OKa3bI- 
BaeT PaSBUTHIO Hav4HO YKMSHM Hallleii CTpaHbl rpoMafHYIO MaTepHaJIbHYIO M 
MOpasIbHY!O NOMOLb M HayKa MOJIb3yeTCA B Hallie PpoMHe TaKMM YBarKeHHeM 
M Tako Mog AepoKKO%, Kak elle HMKOrJa B Halle uctopuu. OfHOl 43 xapak- 
TePHbIX “epT Hallet OOHOBJIEHHOM HaYKH ABIIACTCA CBASb Me)KIY HayyuHon 
TeOPHM VM MpakTHYeCKOH XKMSHbIO. ITO B3aMMOeHCTBUE OKASbIBACT Cepbe3HOe, 
TWIOMOTBOPHOe BAMAHME Ha pasBuTve Halle HaVKM. 

Benrepckan Axagemua Hayk noctapusia ceOA UesbiO M3aHHeM HOBO 
cepuu Acta Physica cnoco6cTBoBaTb YyruiyONeHHO Me)KAYHAapOAHbIXx cBAsek 
TIporpeccHBHOH HaYKH, AaJIbHeMWIeMy pa3BHTHIO HaYKH, Jey MUpa M MIpor- 
pecca u ApyKObI Hapoos. 
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INTRODUCTION 


La renaissance de l’Académie des Sciences de Hongrie ouvre un nouveau 
chapitre dans l’histoire des sciences hongroises. Les savants hongrois font tous 
leurs efforts pour servir la cause du peuple travailleur et aider par leurs travaux 
de recherche le travail créateur de l’édification du socialisme. La République 
Populaire Hongroise contribue largement, matériellement et moralement, au 
développement de la vie scientifique de notre pays. Dans notre pays, le travail 
scientifique jouit d’ une estime et d’ un soutien tel qu’ il n’ en a encore jamais 
jouit au cours de notre histoire. Une des caractéristiques de notre vie scienti- 
fique renaissante est le contact entre la vie scientifique et la vie pratique de 
notre pays. Cette influence réciproque se fait fructueusement sentir dans le 
développement de notre vie scientifique. 

Le but de I’ Académie des Sciences de Hongrie, en publiant la nouvelle 
serie des Acta Physica, est de contribuer par 14 au développement des relation: 
internationales de la science progressiste, au développement de la science 
a la défense de la Paix et du progrés, et au développement de |’ amitié entre 
les peuples. 


INTRODUCTION 


The rebirth of the Hungarian Academy of Science has opened a new 
chapter in the history of Hungarian science. The scientists of Hungary endeavour 
in every way to serve the cause of the working people and with their research 
work to help in the creative task of building socialism. The Hungarian People’s 
Republic affords vast help and encouragement to the development of the scien- 
tific life of our country and scientific work in Hungary today is honoured and 
aided to an extent that is unparalleled in the history of the land. One of the 
characteristic features of our reborne science is the connection between scien- 
tific theory and the practical life of the country. This inter-relation has a pro- 
found stimulative effect on the development of our scientific life. 

The aim of the Hungarian Academy of Science in starting the new series 
of Acta Physica is to contribute to the improvement of the international rela- 
tions of progressive science, to the further development of science, to the cause 
of peace, progress and the closer friendship of the peoples. 


EINLEITUNG 


Die Wiedergeburt der Ungarischen Akademie der Wissenschaften er- 
éffnete einen neuen Abschnitt in der Geschichte der ungarischen Wissenschaft. 
Die angarischen Gelehrten bemihen sich auf jede Art und Weise, der Sache 
des werktatigen Velkes zu dienen und mit ihren Forschungen die schépferische 
Arbeit des Aufbaues des Sozialismus zu férdern. Zur Entwicklung des wissen- 
schaftlichen Lebens in unserem Lande tragt die ungarische Volksrepublik mit 
tiesiger materieller und moralischer Hilfe bei. Die wissenschaftliche Arbeit 
in unserer Heimat wird in solchem Masse geschatzt und unterstiitzt, wien och 
niemals in unserer Geschichte. Einer der charakteristischen Ziige unserer wieder- 
geborenen Wissenschaft ist die Verbindung zwischen der wissenschaftlichen 
Theorie und der Praxis im Leben unseres Landes. Diese Wechselwirkung ist. 
von ernstem, fruchtbarem Einfluss auf die Entwicklung unseres wissenschaft- _ 
lichen Lebens. | 

Mit der Ausgabe der neuen Serie der Acta Physica verfolgt die Ungarische j 
Akademie der Wissenschaften das Ziel, beizutragen zur Vertiefung der inter- 
nationalen Verbindungen der fortschrittlichen Wissenschaften, zur Weiterent- t 
wicklung der Wissenschaft, zum Frieden und zum Fortschritt, zur Sache der 
engeren Freundschaft zwischen den Vélkern. 


SOME INVESTIGATIONS IN THE FIELD OF THE THEORY 
OF SOLIDS 
I. LINEAR CHAIN OF SIMILAR ATOMS 


By 
T. A. HOFFMANN and A. KONYA 
PHYSICAL INSTITUTE OF THE TECHNICAL UNIVERSITY, BUDAPEST 


(Received: 23. II. 1950.) 


A linear chain built up of similar atoms is treated by the »linear combination of 
atomic orbitals« approximation of the molecular orbital method. One can calculate the 
energy in a simple way for a finite chain as well as for an infinite one. The wave function 
can also be calculated and conclusions are drawn therefrom for endeffects, for instance for 
work function and dipole layer. 


1. Introduction. 


The existence of metallic properties and the metallic constitution of 
solids was an unsolved problem until Sommerfeld’s theory [1]. 

Earlier there already existed various theories by means vf which it 
was possible to elucidate some or other of the phenomena connected with metals, 
but these theories were not able to give even a partially complete picture of 
the whole group of phenomena connected with solid bodies or metals [2]. 

Quantum mechanics provided the method by means of which it was 
possible to represent the phenomena in an entirely new but more adapted form. 
Sommerfeld’s theory of conduction [1], later the theories of Nordheim, Bloch 
and others,further the Wigner-Seitz method and the theories of non-metallic 
solids provided a valuable and fruitful way of handling the problems [3]. 

On the other hand, there was quantum chemistry which enabled the 
problem to be attacked from another side. The quantum chemistry of organic 
molecules, especially of organic chain molecules showed a smooth way for 
the treatment of large molecules — not only of organic compounds, but also 
of inorganic crystals — thus affording a smooth transition to metals, which 
latter can be treated as if they were giant molecules. 

In this paper and the following papers we shall show a possible way 
of developing some properties of certain solids on the basis of the method 
used in quantum chemistry. We shall use the molecular-orbital method, because 
this is more suitable for describing molecules of greater size and greater sym- 
metry. We shall handle the giant molecules in the first approximation in the 
LCAO approximation (linear combination of atomic orbitals), which corres- 
ponds to the high energy approximation of Bloch’s theory [4]. 


i 
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However, this approximation is more suitable for organic compounds 
than for metals or alloys; it shows that an almost uniform electron density, 
corresponding to Wigner and Seitz’s electron distribution [3] appears even in this 
case of high energy, i. e. constitutes a bridge from the quantum chemical pomt 
of view to that of the modern electronic theory of metals. 


Our program will be first to develop the properties of linear atomic 
chains partly consisting of atoms of one type (pure metals), partly of atoms 
of different kinds (alloys and impurities) in a following paper. In a forth- 
coming paper we shall discuss the same problems, extending them to an atomic 
layer and to a space lattice. 


2. The approximate Schrédinger equation for the linear problem. 


We shall treat first a linear chain of atoms of finite number, n. This 
does not mean that we have a one-dimensional problem, in fact, we allow the 
atoms to fill a three-dimensional space ; linearity means here only that the 
nuclei of the atoms are aligned along a line, so that each atom — except the 
terminal atoms — has two neighbours. First, we shall assume the atoms to be 
all] equal. We consider now atoms with one valency, i. e. in what follows we 
shall take into account only one electron per atom. So we can construct the 
first approximation of the wave-function in the form 


Pp = Cy Prt Ce pot-+++ + ln Wns (2.1) 


according to the LCAO approximation of the mulecular-orbital method. 


Here y;, w2,--+> y, mean the atomic wave-functions corresponding 
to the Ist, 2nd, ....., nth atom. In our case they are all equal, except a 
coordinate translation in the direction of the chain. We shall suppose that 
they are normalized so that : 


fy y;* dt = 1, (2.2) 
(ie Sa) 


(here and in what follows {...dc means integration extending over the whole 
space) but they are not orthogonal to each other, in general not even 
approximately so. 


We shail define the c,-s in such a way, that the wave function should 
be normalized too in the sense that 


fpy* dc = 1. (2.3) 


Our aim is the determination of the coefficients c; in such a way that 
y should give the best approximation to the problem. 
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According to quantum chemistry [5] the solution of the problem is. 
>quivalent to determining the c,-s from the linear homogeneous system of 
equations 

¢; (Hy, — Sy, E) + ¢2(Hj2— Sy2E) +--- +¢,(Hin— Sin E) = 9, 
€1 (H; — Sz, E) + €(Hz2— Sz2E) +--+ +6, (Hin — San FE) = 9, 


(2.4) 
c, (H,,; — S,1 E) + ¢2(Hy2— SpE) +. ~~ +6¢,(Han— San E) = 9, 
where 
H, = H,; = | v.* Hy. 4, 
(SRT, Zens sh); (2.5) 
H meaning the one-electron Hamiltonian operator of the system, i. e. 


h2 

Bie fining fe (2.6) 
where A is the Laplace operator, h the Planck gonstavt, m the mass of the 
electron and V(x, y,z) the potential energy of the electron considered in the 
field of the nuclei and in the average field of the other electrons, further 


S;=1, (2.7) 
ead (CeO isp Se), 
Si = Sy = {vey dt, (2.8) 


(i, b= 1, 2, .... in) 


_and E is the energy parameter of the system. 


In our approximation we shall take V(x, y,z) to be added from the 
potential energy of each of the nuclei and the inner electron shells and we 
shall neglect the effect of the valency electrons on the potential. 


Thus, denoting the atomic potential energy of an electron in the field 
of the i-th atom by V; (x, y,z),- we have 


V (x, y, z) = V, (x, y, 2) + V2 (x, ¥,%) +--+, + V,, (x. Y, 2)- (2.9) 
Here the V, (x, y,2)-8 are all the same except for a coordinate translation in 
the direction of the chain. 


Neglecting the effect of non-neighbouring atoms, i. e. neglecting all 
terms of the form ; 


f v* Vi (%s ¥> 2) Ye at, 
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where iAl and kl, further neglecting all terms involving non-neighb ouring 
y; and y,, we can write 


A; 41 = Fini = Ay, = J y2* M, y; dt = B, (2.10) 
(tA ayastTt)s 

A, ;= W,1= fv" H, y, dt = Q, (2.11) 

(tS 25 cua so Ft) 
H,,= 9, (2.12) 

(i Ak+1 and ik), 
where 

h? (2.13) 

H, ig age A+V;. 


f is called the exchange integral and Q is the ionization energy of a single atom. 
Similarly, we shall neglect the overlap of two non-neighbouring atoms, i. e. 


S05 
(i Ak+1 and i Zk), (2.14) 
and 
S;, 2 = Si1,1= Sp= {vit y2.dt = 8, (2.15) 


(@=1,2,..., n—1), 


where S will be called the overlap integral. 
So the matrix of the coefficients of equation (2.4) becomes 


Q—E p—SE 0 
| $= SER 2 02aE p—SE 
0 B—SE... Q—E. 


| ile ead: B—SE 
| ‘a PSE. Oe 


This is a matrix in which elements other than 0 exist only in the diago- 
nal and in the two bordering »bydiagonals«. 


3“ Resulissecithass 00. 


The whole calculation will be very simple if we neglect the overlap 
integral, S. This will be justified only in the case S«l. This will occur in 
general only if the atoms are far enough from each other i. e. if the lattice 
distance is very large. 

The system of equations (2.4) has a non-trivial solution for the c;-s 
only if the determinant of the coefficients i. e. the determinant of the matrix 
(2.16) is equal to zero. This gives in our case 


INVESTIGATIONS IN THE FIELD OF THE THEORY OF SOLIDS. I. LINEAR CHAIN OF SIMILAR ATOMS 9 


where all elements not written down are 0. 

There exist a great number of methods for solving this simple deter- 
minant equation, but we shall use here a method, which — though seeming 
too complicated for this simple case, — can be extended to more complicated cases. 

To simplify the calculations, we divide (3.1) by f” (which is not 0) 
so that we divide each element by f. We introduce further 


QUE (3.2) 
“eo 2 
So (3.1) becomes 
: 
1 o 1 
: 0 1 cecied, se 
= 7, St pent wont 33) 
Ping 
’ yy 


n denoting the number of rows and columns. 
Now we expand this determinant according to the first row. So we obtain 


an epee ae (3.4) 

This is a recursion formula for 4,. The first and second members are 

Ay yeah (3.5 

and A,=¥- (3.6) 


We shall construct the explicit form for 4, in the following way. Let 
us define the generating function 


fi) = FA (3.7) 
2 n=0 
| for such t, as to cause the series to converge [6]. 


Now multiplying f(t) by t2—yt +1 term by term and collecting again 
| the terms with equal exponents of t, we have with (3.4), (3.5) and (3.6) 


(?—yt +) f() = Ay + Ait—y Aot= 1, (3.8) 


1 
(Perr, er (3.9) 
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or by developing into partial fractions : 


ty ty 

t,—t t,—t 

f(t) = a ; = ; ; (3.10) 
1 — 1 — 
ty t, 
where t, and t, are the roots of 

e—_yt +1=0. (3.11) 
By developing the expression (3.10) into a power series of t, we have 


Pal reed 1 t Liles 
f®) = z( ——- : a : 
aot, aap ew. pez aey 


(3.12) 


The comparison of (3.7) with (3.12) gives immediately 


tp 1 fret 
Aa = 2 ae (3.13) 
t,—t, t;—ly ly 

or, since 

1. Gea (3.14) 
i n+1 a nil 3 
4, = fo ee Es 2 (3.15) 
t2—t, 


Equation (3.3) is now equivalent to 
+1 =a 
te 


pin enh (3.16) | 


This equation has n roots, namely 


2kTi 


NE ae (3.17) 


(k=1,2,. ae een): 
(The value with k = 0, i. e. t2 = t, is no root, because the denominator 
vanishes and the limit of the left-hand side of (3.16) is 


(n +1)t," 40 (3.18) 
for t)—>t,.) 
Taking into account (3.14), we can rewrite (3.17) as follows: 
2H: 
itor ne alee (3.19) 
or keri 
Reto (3.20) 
and so kati 


pe ae (3.21) 


This solution seems to give 2n roots instead of n, but since we can 
choose t, and t, freely (i. e. t; instead of t, and vice versa), noting that 
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each value of (3.20) corresponds to a value of (3.21) with the opposite sign, 
we have the n independent solutions : 

| t= he 

: Ki (3.22) 
| t = e 9 

| (k= 1, 25 Sm). 

‘From (3.11) and (3.22) we - obtain 


0-28 0-28 


Q+2p Q+2f 


a b 
Figure 1. Term scheme for a) n odd, b) n even. 


kTCi ki k 


—_— ——— 7 
en es, n+1 Lh se. 
y=t+t=e +e = 2 cos a (3.23) 
By (3.2) this gives for the energy 
ka 
E = Q—2p cos Pay (3.24) 


(k=, 2, 0, Ht): 
This gives a system of n energy terms located on the two sides of E=Q. 
In case n is odd, E = Q is a solution too and the other term-values are located 
symmetrically to this value. In case n is even, though E = Q is no solution, 
the solutions are symmetrically placed to E = Q. (See fig. 1.) 
If n> «, this gives usa band possessing the width 4. In this case the 
argument of the cosine in (3.24) can be taken to vary continously from 0 to z. 


& \ 


& 
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Taking ka (3.25) 
f= 
i ntse 
we have 
E = Q— 28 cos x. (3.26) 


In case n is finite, we can calculate the energy distance between two neigh- 


bouring terms: 


(k+1) 2 ka 
oe ated OE TY lL 
2k +1 
tine t ican sg (2k +1) x (3.27) 


Fn 1) hte 


Q+26 Q Q-28 
Figure 2. Density of states as a functiton of E for S= 0. 


L7 a I 
; “ = er . 
If n+, taking are 1)” 2+) and dx = nL]? We can write 


d E = —2£ sin x dx, (3.28) — 
i, e. the density of states : : 
dx nak : 

i dE —2Bsinx- (S27 


It is of greater significance to express the density of states as a 
function of the energy, substituting from (3.26) into (3.29) : 
1 1 


20/1 2 ey y Pai 4p2—(E—0) gee 


2B 
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Now according to the Pauli principle the electrons will occupy at absolute 
zero temperature the ~ lowest states doubly. (There is no need here to distinguish 


between odd or even n values, since n is very large and the conclusions are 
important only if n>. So we take n even.) 
If — as we shall show later — fis negative, these lowest states corres- 


pond to values of ef ils 7 +2, ..., 7 or in the case that n—> © to 
A TE ea (3.31) 


We now can calculate the average energy per electron. We shall do this 
by averaging (3.26) over the states (3.31). (In this case it is also possible to 
determine the average value directly by using (3.24).) The average energy 
per electron will thus be 


f (Q—26 cos x) dx 


E= ear = 
dx 


Y cos x dx cae (3.32) 


Oo 
a 
| 
bo 
a= 
nly 


vjacoa 


A 
is \¢ = 428\=Q+ P= +1,213 7. 
It uw 


We can draw interesting conclusions also in the case when n is finite. 
According to (3.24) the average energy per electron wil] amount in this case, 
if n is even, to: 


= ee Lay kx \. 4B < ka 
= = (¢— 28 cos wl = Q— - oe cos —e] = 
k= Zt kool 
2B : i Tt ka 
= Q— 3 » 2 sin (nH) cos rey = 
BODE Onl) be 
2B z _ (2k+1)2 _ (2k—-])a | 
| me pee) ere eas ae 
eS ined) nr *} 
3 2B _ (2n+1)x 2p 2B m4 
(OR aap Petes ro 
Lert Ge nsin Xn-+ 1) 
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and if n is odd, to: 


sn 80) u 4B ze kau . 
s ae. Ded . (0-2 werd n+l iE Q n pa n-b a 
b=" k=" 
2B : nag. ns 
= Q@— te ain ee 2 3i0 on4 1) oe 
neat) te 
28 2 _ (2k41)2 ale 
te mS eee > |» Sin t)) aetinet dy ae 
a StL) at are 
ie 2B E (2n+1)x _ (n+2)x |- 
SOS PB) og Lk nee Ty at Ue eos ee 
Sage Seta 
= ee — cos 2 | = 
; 7 2(n +1) 2(n +1) 
Sa TS Ty 
2B «2B 1 
We, aig Sea (3.34) 


4. Results with S ~ 0. 


Let us now examine the change if we have a finite overlap integral, — 
S, between neighbouring atoms. 
The matrix of coefficients (2.16) gives now the determinant equation ~ 
for E: 


Q—E p—SE 20 
p—SE Q—E p—SE_ 
0 pSE. QE ™. 
<i : =0 (4.1) 
QE ~.p—SE 
“B-—SE  Q-E 


instead of (3.1). 
We discuss only the case S< + which occurs generally in our problems 
but a similar discussion is also possible in the case S>-. If we exclude now 


, 


) 
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| Ss 
ie 
. hagas aT 3 
we obtain equation (3.3) again. 
(3.23) gives now with (4.2) 
Q—E 5 ka 
p—SE ree 


Speed 
21-SQl 


the value E = is after dividing (4.1) by (6—SE)" and taking 


) 
i) 
| 
\ 
1 
1 
' 
\ 
' 


arp Q 9-28 £ 


Figure 3. Density of states as a functiton of E for S 0. 


or solved for E: 


n 


;% 


ka 

ae Q—2B cos aH 
kx 

1—2S cos GY 


(ka 3, 2.0 es 


Introducing (3.25), this gives for n> © 


Q— 2B cosx 


Sim 1 —2Scosx 


41 


15 


(4.2) 


(4.3) 


(4.4) 


(4.5) 


The energy distance between two neighbouring terms is accordingly, 
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2 |B —QS | sin x dx 
= (1—2S cos x)? (og 


16 


i. e. the density of states 
D dx (1—2S cos x)? a 
= GE 2|B —QS| sin x “a 
or expressed by the energy itself: 
| B—SQ | (4.8) 
| B—SE| V/4(6 — SE)? — (E—Q)? 


(See fig. 3.). 
n 
The lowest 2 values for n-» © are given again by (3.31) and so the 


average energy per electron is: 


M4 
; Q—2fcos x & 
Rema Pare ee y 
ne zy Ll —2Scosx Q— 28 cos x 
os x cS 1 — 2S cos x 
f dx ue 
Bs 2 
ae 
= ae 
2/B le =| B dx 
=*|6. Se ree, eer J 1—2Scosx 
Pi 4 


» *(e-5) 


=— = = 
S* #zV1—482 


ig _— are tg |/ 1+2S = 
2 1—2S 


B 2(e-5] (4.9) 


are cos 2S. 


~S  xV iss 
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5. The wave functions. 


. 
Now, being in possession of the characteristic values of E, we can solve 


the system of equations (2.4) and so construct the wave functions in the zeroth 
‘approximation. Taking into account (2.16), we can rewrite the system of 
equations (2.4) : 

ey (Q SE) ep (8 = SE) = 0; | 
| 1 (B—SE) +m (Q—E) + &m+1(B—SE) = 0, 
(mn 253, st) 
| ¢,_1 (BSE) + ¢ (Q—E) = 0. 


Dividing each equation by B—SE and using the notation (4.2), we have 


Oy 62 = 0, | 
Cnt Hom XA Smt = % 

(m = 2, 3,...,—1), 
C,—1 =e c,¥ = 0, 
“where in the value of y we must take one of the characteristic values of E, 
| say that corresponding to the value k in equation (4.4). The coefficients of this 
_ term value, E,, shall be denoted c,,("’, the corresponding y shall be written y;,- 
| Then the c-s are determined, if we take the normalization also into account. The i 


(5.1) 


(5.2) 


calculations are as follows. 
In (5.2) we can omit one of the equations, say the last one and we can 


take one of the c-s arbitrarily for the moment, say ¢)- 
Thus we retain equation (3.4) again with c,,,, instead of J, and —y 
_ instead of y and with the initial values 


c, =e," (arbitrary) (5.3) 
, and 
| ef =—nei” (5.4) 
, where from (4.3) we take 
| ka 
| ¥, = 2cos . 7 (5.5) 
| 
The solution (3.15) gives thus 
| 
| c,{H) = 5 ie Soe e(*, (5.6) 
tat; 
where f, and t, are the solutions of the equation 
Ptyt+1=0, (a4) 
i.e. 
a (5.8) 
th, 2—- —eé . 
2 
4 \ 
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With these values (5.6) becomes 


_ mkx 
sin 
ce, = (—1)"*? mies ef. (5.9) 
m : kn 
a 
The normalization requires 
n n—l 
Set +28 eens”! = 219 
m=1 m= 
The value of c;) can be found thus up to a factor of modulus 1: 
_ ka 
sin 
ae ati (5.11) 
- __. kn —s" _ mkx me | 
=. cae ee a Dae n+l ian n+l 


and so from (5.9) and (5.11) 


o), = 


(5.12) 


a SS. Phan (p+ lx 
| Dein Te te co 2 n+] ae n-+1 


p=1 


7. a pkn le ; 2pkx n le 2pkx 
>, sin n+l =z eon |= 3-2 SS dele 


p=! P= 
n 1 Pa el 2pkx | 
age Bei kn se A ae | 
4sin Pr: 
n+l 
n 1 mir. (2p+l)kn «ss (2p—I) kx . 
eee ka > |= n+l PU n+l | , 
4sin e= he 
n+1 
n 1 | _ (2n+41)kx _ kx | 
2 Rie eet eer neki oa 
sim n+ 
_ (2n41)kx 
C5 aes hate Te ont] 1 ntl 
ia ee eng ee era (5.13) 
sin ; 
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ee ee eae OR CP co 
on 2 n41 sim n+l => > [2° Yate] — cos aa |- 


ka nt. (2p +1)kx 
= =o eget a: SER + Pe wl oo 


kx 1 n—1 kx (2p 4l)kx 
: ed Rae Se ees der ie 2, 2 sin Bras ee Sy 
sin at . 
DOE) SS ew aac Pee cs ate _ Qpka 
=—(n—1) cos n+l sr < Fie p) fo sarer — sin a = 
sin ay 
ee : 2nka ha | 
= — (n—1) cos re] + :. ce ein sin ai 
sin =i 
_ 2ka 
sin 
kx n+l 
= — (n—1) cos tae, 
n+l _ kx 
— Es 
zs sh si 5.14 
glen Sera bere es ss — (n+1) at SL ( . ) 
So (5.12) is simply 
mk 
—y)"" sin 
A (k) eee Cae n+l = 
: m ee 1s ka i: 
irae Vos aes i 
fe mkx 
I m+ 2 ite Sia 
eaet eek ted, (5.15) 


m 


Vn4+1 12s cos sku 


(k=1,2,.--5 n), 
(m=1,2,..-, 7). 


2° 
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For the case S=0O this reduces to | 
“a ; wl 2 ss mkx (5.16) 
(eee) eis awl: 


(k= 2 oan), 
Ce UP eb 


Introducing (3.25), we can rewrite (5.15) and (5.16), respectively, if | 


eee sin mx 
Cm(x) = (—1) | sue’ } pnaae pares (5.17) 


and 


2 
Cm (*) = a ee sin mx. (5.18) 


Now let us consider the electron density throughout the whole 
molecule. According to (2.1), this is for a single state, 


n n 
<s k)  (k)® __ k k ae 
On = yp! y ye ee bs Wm ais Ym* = 
m=I1 m=1 


SC rr | 
m=I1 m7l | 


where py’ denotes the wave function (2.1) with coefficients c,,’. The y,, -$ 
are now functions of the space coordinates. In our approximation we can 
neglect all the products of the y-s belonging to non-neighbouring nuclei. | 
the second sum in (5.19) may be written : 


n—I1 


I 
> a Oh ed Ym yr = > a? Gia Wm Petes (5.20) 
m=I1 


m==l 


where RR means the real part of the sum. | 


i 
Now the total electron density can be obtained if we sum up the aa 
densities for single states for the states which are occupied. 
In case n is even, this gives 


ee a 


n 
k= > +1 


= >, Pn (Ym >. Ri Ym Ym t* ) (5.21) 
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nce the c¢,,() are all complex numbers of the same argument, where 
D,,= 2 ea Kae a (5.22) 
(m = 1,2,.-+, n) 
nd 
d, =4 > c e43% *, eS, 


(m= 1,2,..-, n—l). 
Similarly, in case 7 is odd, we have: 


n—I 


men +2 2 a= a D, \valt + 31K (Yo Yas} 6.24) 
Ae 
where now 
n+1 bed 
p= lel? Fa enh nh (5.25) 
(m = 1,2,..-> n), 
and 
(st?) (=) 
it Den eis + 4 ‘2, eee (5.26) 


oe! 


(m = 1,2,.+-> n—l). 


For n finite, only in the case S = 0 can the D and d coefficients 
be evaluated in a simple way 


In this case, with (5.16), (5. 22), (5.23), (5.25) and (5.26) we have for n even 


4 = mkx 
2 == 
ite ES | > eS nel 
k= 3H 
: ( 1 cos 4 
n+l mas 
ct k= Bary n+l 
n 7. = 2mkx 
~ n+l n+l a hed 
k= 541 
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n 1 = ma 2mkx 
Wien ma 2. a +1 sa n+1 ie 
(n+l) coerits Fos stl 
n 1 s |. (2k+1)mx, fea 
= — sin -<——_—___—_ —sin-_, 4 2 | = 
1 1 1 
ne (n +1) sin ae eee a se) 
jek ee 
n 1 E (2n+1)mx : 
= — sin — sinmz| = 
1 1 
eu (n +1) sin pee ey 
n+l 
(2n-+ 1) mx 
n 1 n+l n 1 
~ in-tl n+l _ mn ~ n+l + wtb x 1, 62a 
sin 
and 
F 8 “ mkx (m+])kx 
PS ae niin rth 
k= > + 
S| cos (2m+1)kx kn | 
aa) ; n+l plana n+l 
=>+ 
5 2 ee 5 (2m+1)z (2m +1)ka 
x ne (2m +1) sin (nl), al 
Soren 
2 - 52 a ka 
3 3 ese ta 
n-+1) sin 2(n+1) k= Zt 


2 ~ ‘ (2k +1) (2m +1)x 
(2m + 1)x a \ | 2(n+1) 
1 n 
(n+ ) silt ofa dodo i) k= Stl 


(2k—1) (2m +1) e 


. oa ee ateeD 
2 n : (2k+1)x ao aee 
a wa ™°2(n +1) ee 


(n-+1) sin Seen ‘ 
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2 | _ (2n41) (2m+])x _ (2m+1)x | 
~ (@m+i)x 1 eine pee Oe eS 
(n+1) sin on 41) 
2 _ (2n-+1)x Hee ten 

| sn Cy air Ya eat aes |= 


ll 


Wisi iM Te 
en HN) 
2 Soa 2 2 x 
n+l 9 oe (2m+1)x Tt, nl a ne. ee 
(2 +1) sin 9 (nH) (e+}) sin on 4) 


2 1 (=1)50" 
[- 1% Ps _ (2m+1)x | (5.28) 


+s n+l Bett Qm+1)x_ 
am ont) -2(n-+1) 


and for n odd 
4 ud _, mkx 


1 = E (2k+1)ma 
se 
nah oe 


(2k—1) mx 2 : mx n—Il 
— sin’ nt Shera ea ars 


| 1 —(2n+]) mz, (n+2)ma = 
| i 27 eae eas n+l ‘7 


“See 1 | 
x (5.29) 


— —— sin? —— —— + —— + =1 
= 2 + n+1 n+l n+l ie ei 
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4 mn (m+1)z 8 . _ mkx — (m+l)ka 
ae — n sin ———__ a 
n+1 n+l 


2 ze 2m+1)zx 2m+1)kx 
(2m41)x > 2 sin ( ) cos ( ) — 


, 2(n+1) n+1 
(n+1) sin 2c k= a 


2 be 1 kx 
eee : OAS = 5 a, 
(a) si nr >, = 2(n+1) be nfl 
n in “2(n-+1) k= 7 


2 2) [  (2k+1)(2m+1)x 
ao _ (2m+1)x = : E (n+l) 
(n+ 1) bane PS ie k= 7 


(2k—1)(2m+1)a | 
2(n-+1) ri 


2 : _ (2k+1)n (2k—1) x 
mRNA cc | nee Soy | 
(n+1) by pos k= => 


—sin 


“ea | 
(2m+1)z | 
2(n+1) 


sim sim 


. 2n+1)\(2m+1)n create | 
2Geety 2(n+1) ps 


(n-+1) sin 


es 2 E (2n+1)% i or | 
7 +i dla. 206 ie 
Rane a Sr earay ce 


(2m-+1)z 22 2 bi 7 
t = — ee 
ni “8” ot]. ntl * mpl “% nl) 


2 x mit... 2m+1)x 
Pay | tea + (—1) C8341) | 


ieee 4+(—1)""7 
~ ntl 


(5.30) 
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The other case, in which we can draw conclusions, is the case S=40, 
_+ ow. In this case we have, using (3.25), (5.17), (5.22) and (5.23) : 
P14 
4 sin? mx 
Dp, = ~ | ee 
- a 1—2S cos x ce (5.31) 
ses 
2 
nd 
ss 


is 


8 fanme dx. (5.32) 


Es 1—2S cos x 


pee 
2 
The integrals in (5.31) and (5.32) can be calculated by a method similar 
‘o that used in Section 3. 
We can write for (5.31) 


D 2 1— cos 2mx F E fi one 
™ x J) 1—2Scosx Pirie ate ae (5-33) 
4 
rey 
where 
Fa 
a = cos ix 7 o a6 
PSH 1—2S cosx ot ‘S2*) 


4 


2 


Similarly, we can rewrite (5.32) as follows: 


. 3) Se cos (2m +1)x — cos x 


"12S cos x dx = 2E 2,1 — 2E}. (5.35) 


Now the E,-s have a simple recurrence formula, viz. : 


4 
¥ 2 cos (i—1)x cos x — sin sin (i—1)x sin sin x 
x 1—2Scosx “1—2Scosx 
+ 
mu 
if — 1 1 1 
x5" J cos (i — 1)x dx +—y57 Es + 2 E; — g Kia2= 
as 
2 


od | 
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puja Ae 
a kun, ROT) tee Tigsi 1 oi a | 
=o, ea. tgs Pat oe on 
ir ty 
1: 2 sin(i—l) 2 
Biome Bisa “b Bect = teem lay eee (5.37) 


The explicit form of the E;-s can be given by the method of the gene- 
rating function. We shall define 


@ - | 
f= ZE tt. (5.38) | 
=0 
Now, with (5.37), we have 


0 


eee +e}f0 = Ey + (z.- 2 oak é (5.39) 


ogi He 
) 2 co sin(i—1) 2s 5 
aS i—l 


The sum on the right-hand side of (5.39) has Es members with even i, _ 


I 
since for i odd_ sin(i—l)—> vanishes. Thus we can write 


2 
5 2. siné—1)5 Siete si Qi) 
7S iy y ees res 
i=2 a1 
Cai a2 2 | 
SaaS are is | = meen t arc tgt. (5.40) | 
| 
From (5.39) and (5.40) follows : | 
E E =| = arc t 4 
. +( eng a5 = nS . 
ft?) = ————_ ; : (5.41) 
ies 2 
1 S$ +t 


We develop (5.41) into partial fractions (in a generalized sense) : 


1 1 
By (4-9) E, (1-4) +5 


t, —t, t; —t, 

fe) = ——2—2.—__ 5 —_*-4+—_ + 
ee 3 {——4 
t, , rt 


> i 
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a ee 1 1 
70S (t; —t)) i se Vagnech (5.42) 
pee yess. 
ty ty 


vhere t; and t, are roots of the equation 


t 
f— > +1=0. (5.43) 


We now develop (5.42) in powers of t as follows : 


1 f 1 
E, (.—-] +E, © fi E, (« = 2) +E, 


leo} t' 
th = - = 
fo to— t, >) t,' T t; —t; 2 ty’ x 


7=4 


es -yilsSe) 


We must now multiply the two series in the third term of the right- 
hand side of (5.44). Our result is, for sufficiently small t: 


ls C is a E> cy —|- > gt, (5.45) 


z I), 1 1 
& = D> _ a (ans > a ] (5.46) 
{and g, = 9). 


Thus we obtain from (5.44) and (5.38) : 


1 1 
B («—] +E, B(s—-<| + E; 
“i 


| E,= ————_ g;. (5.47 
4 (t2 —t)) ty (t; — #2) te + aS (tz — ty) pase 
Using (5.43), we can therefore write 
4S le las 
E; = wil —45) arc cos 2S sh | (+1) arch—5 5 
2 1 1 
= x= x (145%) ————- arc cos 2S + =| Vins ri i arch 25 + 
a 

2 at) | (5.48) 


H 
sh] (20) arch t 
2S 
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taking into account that 


i 
ete ( a =— 2S (5.49 : 
hae tas ! Io 3 Scalp ae nate cos 49) | 
$ | 
and 
E,—1 | 
E, = 25 (5.50) — 
Now from (5.33), (5.35), and (5.48) we find 
2 4S uh § 
Dnt Bene cos 2S — z(1— 45%) arccos2Ssh | (2m- l)arch 3S + 
| =a 5+ cage] | 2mernag | 
+ x (1—45%) arc cos 2 + Ais s 2m arc 28 
Spa) n | 1—1 h 43 5.51 
Ss Se (2m — 21—1) are 2S (5.51) 
and 
d, : : 2S + 
" S  a8SV1—4S? 
pe 2S sh | 2 2 ho= ; = 
+70 —454) arc cos2S sh | (2m + 2) are 2S 


4 2 1 
-| aa cos 2S tas sh | em--1) arch “a + 


SSS eee 2m— 2I) arch a 5.52) 
n/1 48? #} 241 ° 2m 2) ark os (5.52)8 

It is possible to ae the behaviour of D and d for m— o (i.e. the inner | 
part of the chain) from (5.51) and (5.52), but it is simpler if we use (5.37), (5.33) | 
and (5.35). From (5.34) we conclude for 1 ~ 


+ 


E,>0 (5.53) | 
and so 
D 2 
a; i Vins arc cos2S 
and 
1 74 
= arc cos 2S 
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If we now wish to calculate the distribution of the electrons to the 1ons, 
ve must integrate (5.21) or (5.24) over the space in the vicinity of the m-th ion. 
Now the integral of | y,,|? can be extended from the space in the vicinity 
sf the m-th ion to the whole space, because the integrand decreases exponen- 
‘ially with the distance. But the integral extended over the whole space gives 


| because of the normalization. 


Similarly the integral of R (Wm Yms1") can be extended over the whole 
space, but in this case we have to take into account only one half of this 


1 
integral, the other half belonging to the neighbouring ion. This gives 5 Ss 


The other members are negligible because of the exponential decrease of the 
wave functions. 


So we obtain for the number of electrons in the vicinity of the m-th 
ion, with (5.33), (5.35), (5.37), (5.49) and (5.50) 


: 1 1 
N,= f edt= Dy +> Sdn + y Sdu = Eo— Eom + SE em + 


1 
‘Ss 
=- E, —2SE, = 1. (5.56) 


4+ SE, ,.1—2SE, = Ey—2SE, + S { Ese. Be er) = 


This means that the electrons are distributed uniformly in the chain. 


6. End effects. 


(5.56) denotes by no means that there is no departure from the uni- 
form charge distribution even in an ideal crystal. It only gives the total 
electronic charge surrounding an ion, but the charge density in the neigh- 
bourhood is not uniform at ali. So, for instance, we could calculate the dipole 
moment along the chain. Naturally — by symmetry — the dipole moment 
through the whole chain is 0, but we are interested here only in the surface 
dipole moment, i. e. the dipole moment which arises if we take into account 
the charges from inside the chain to one of its ends. 

This means that we have to calculate the dipole moment of half 
an infinite chain only. 

Now this dipole moment is not of an infinitesimal length ; we can, how- 
ever, calculate the energy needed to transmit a charged particle through it if 
we do not take a simple chain, but a three-dimensional crystal. In this case, 
naturally, we neglect that we take the whole effect as superposed from that 
of the chain without taking into account the altered situation by taking the 
Space lattice instead of the linear one. 


& 


: 


Let us consider the case, treated in classical electrodynamics, of a 
dipole layer. We suppose that the dipole moment of the unit area of the layer 
be wu. So if we transverse the dipole layer we get a potential drop: 

V,— V, = 4a. (6.1) 

We have now to calculate the dipole moment per unit area of the sur- 
face, y. If we denote the dipole moment of a single chain by M, further the 
lattice distance in the chain by 6, considering a simple cubic crystal, we have 


(6.2) 
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eer 


‘ § : 


w---S----u 


Figure 4. 
© Atoms e below the surface. 
¢ Atoms on the surface. 

a) Simple cubic lattice, b) body-centered cubic lattice, 
c) face-centered cubic lattice. 


In a body-centered cubic crystal this modifies to 
2M (6.3) 
Ee & ; 


and in a face-centered cubic crystal to ; 
4M (6.4) 
be = & ? 


as one can see in figure 4. 
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M is the dipole moment of one chain or of a part of it. We suppose 
n—> @ and calculate in this case the dipole moment Mm resulting from the 
first m ions and the electrons about them. 

This dipole moment is, if we take the positive orientation outwards 


of the surface, (fig. 5.) 


Figure 5. Coordinates below the surface. 


= — kde j %~ (—e) dt> 
Mn 2, y+}e ) 
0... (m+ 5 )é 

where e is the elementary charge- 

Here 0...—(m-+)6 means integration over the whole space left of 
ithe plane x = —(m+-)é. The sum in (6.5) gives easily 

(—kie)— —0d S' k= —e8 “aha (6.6) 

k= i 


Taking (5.21) into account, the integral in (6.5) can be written : 


fexoar = : D, { | p, 2x(—e)dt * 


0....— (m+ 4)6 0....—(m+ 4)5 

| + Daf Rnvde—re =— Beds {lvteae— 

|  @..— (n+ 3) mes eee, 

i" me ed, [& (¥. Y*n41) * at (6.7) 
0....— (m+ og 


| Now | Pe 2 is symmetrical about the plane x = —ké and vanishes 
‘exponentially from this plane. So we can transform the first integral occurring 


in (6.7) as follows : 
| fivtear=J lvl (x+k6) dt — five ki dt = —kéb (6.8) 


(m+ 3)5 0... (m+ +6 0..56— (m+ a) 
g 


i 
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if k<m, and vanishes otherwise, since the first integral vanishes as the inte- 
grand is a product of a symmetrical and an antisymmetrical function and 
the second integral is 1 because of the normalization. 

Similarly R (VY, Ye1*) is symmetrical about the plane x = — (k+4)6 


and vanishes exponentially from this plane. So the second integral gives 


. ; 1 
{AR vewi*)xde= (Rv ve-1") (« + ké +3) dr — 


O.6.-— (m - a5 9....— (m- ay. 


=| Ful Y,-1") | k+ = 6dt = — (k+ 6) | RR (Ve Yeu") a- 6.9) 
erie sy. Meee 


S 
Now this last integral gives S for k<m—l, 9 for k=m and vanishes 


otherwise. So we can write for (6.7): 
| ox(—e)dr= (6.10) 
O62. = (m+ =) 


m m—I m + 
= 1 eae ule 
= ob > FD 8 > (k+%) d, $068 ——*- d,. 
Using (5.33) and (5.35) we obtain : 


fe x (—e) dt = o> k (E,— E,) + 


k=T 
0...—(m: 5) 
r 


m—I m+; 
+ eS » (k + 4)2 (Ex... — Ey) +e8S —~* d= 
kel 


Gis4 'm 
m—I 
= k Ep, +068 Sama Oe 
r we 1) 2m+1 


was 5 at -— edSE, (m+ 1) (m—1) 4+ edS Sige d,+ 


m—! 1 
+edS >" k (Ex. 1— S E,, + Ex _1)— edmE,,, — 
kal 


—edSE, + edSmE,,, ; = 
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m(m + 1 2m +1 
= ed, a — edSE, (m-+1) (m—1) + edS rarest d+ 


1 
+ ed Sm (Ean. — Ss Eom + Em—1) — e6SE, — ed SmE an, .1 


m—I1 1 
| + dS >) k(Exui—g Ex + Ex)- (6.11) 
| k=1 
| Now, with (5.37), we have 
| m(m +1) 
a Tales 3 > eb SEy (m +1) (m —1) + 
(m+ 3)5 
2m+1 : 
+ edS ater ok d,, — edSE, — e6SmE,,, . 1- (6.12) 


| Using (5.50) and (5.35), this reduces to 


m(m+ 1 
Ein, sa 288.) 


| ex(—ar= ed 


0....— (m+ 5)6 
2m +1 
+ edSE,(m + 1) + eS——G— dn — edSE, — edSmE om. 1 = 
m(m + 1) 2m+1 


= 0 + 68 Sm (Ej — Ean.) + 88 —g bn = 


m(m + 1) ed S 
S28 aon be gat (6.13) 


(6.5) gives thus with (6.6) and (6.13) : 


| edS (6.14) 
| M,, = —q~ 4 


It is easily shown that d,, is always positive for m—> , so that M,, is 
positive for this case. With (6.1) and (6.2)—(6.4) this means that there is a rise 
in the potential if we get out from the metal through the surface. This is 
equivalent to a lower energy for a free electron in the outer part of the metal, 
‘compared to that inside the metal. This effect helps an electron situated 
freely inside the metal to get out of it. But since the highest term filled in the 
energy scheme at absolute zero is Q, the ionization energy, we can release an 
electron inside the metal by this energy. 


iH 
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a 
The work function can be thus obtained by the difference of the ionization 
energy (negative of the highest filled energy term) and the energy gained by 
transmitting an electron through the chain from its inside to its outside. 
For a simple cubic structure we have thus from (6.1), (6.2) and (6.14) 
for the work function w: 


w = —Q—4aze = dg = —Q— ee > (ore 
or with (5.55) 
e 2 arc cos 2S (6.16) 
a lea a ee] 


With the expression (6.14) we can as well calculate explicitly the effect 
of the outermost layer. We must take only m=1 in the dipole energy 
calculated. Then we get for the energy contributing to the work function by 
this layer w, (in the literature simply called surface dipole layer) : | 


r ed S : me*Sd, 
a ree a ae areas 


7 (6.17) 
If we define the surface dipole moment, ,, as the dipole moment of the 
unit area of this outermost layer, we obtain for a simple cubic lattice from 


(6.2) and (6.14) : 
M, eSd, (6.18) 
i! aa fe 46 ‘i 


4 


If this moment is positive, this lowers the work function, if it is nega: 
tive it increases it. In reality this surface dipole moment has no meaning in 
an ideal crystal of atoms of one type, since it is only a part of the expression 
(6.15) which can be evaluated at once. There is no sense in our taking the firs’ 
layer of atoms only, because the first two layers give another surface dipoli 
moment (d, instead of d, in (6.18)), so that we cannot give an acceptable defi 
nition of the surface dipole moment for a pure metal. 

The expression (6.16) contains, however, the effect of the surface dipol 
moment in the sense used in the literature[7]. 

Naturally, as our definition is different from that in the literature 
our results cannot be compared with those results. Indeed, the literature con 
tains the conclusion, that the surface dipole moment is very small (abou 
0,5—1 eV in the work function), whereas in our definition it plays a grea 
part in the lowering effect of the work function. 
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A real meaning will be attributed to this problem only if we regard 
sonolayers of strange atoms on the surface of the crystal. 

In this paper we have restricted ourselves to problems containing atoms 
f only one kind. In a forthcoming paper we shall discuss the problems relating 
» atoms of different kinds. Also the numerical results will be-given in a sub- 
equent paper; further, the same problems in space will be discussed later. 

We are indebted to Zs. Néray for drawing the figures. 
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UCCAENOBAHMA MO TEOPHM TBEPIIbIX TEJI 
I. JImneiiwas ellb OMHOpOsHBIX aTOMOB. 
(T. Toppman—A. Kou) 


(Pesiome) 

Uccnenyem aHHeiHy}0 WeHAb OMHOpOAHEIX aTOMOB, B allnpoKCHMalHH »IMHeHHOH KOM- 
GuHaNMH aTOMHBIX OpOHT« MeTOMa MOJeEKY APHEX opOuT. Tipocto BbIuHcIMMa 9Heprud J1H60 
KoHeyHow, mm60 GeckoHeyHoH wenH. Tlofo6HbIM crocoG60oM MO>KHO BbIYHCIHTb co6cTBeHHYI0O 
(YHKUHI, H feaTb BbIBOABI OTHOCHTeLHO MoBepXHOCTHBIX ateKTOB, HanpHMep OTHOCHTeJIbHO 
paGorThl BbIxofa H AONONHHTebHOrO COA. 
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Methods for the search of periodic components contained in a given material are 
discussed, While the method of Fuhrich is found to be impractible it is shown that the old 
method of W. Schmidt, with some small modifications, is an exellent practical method for 
finding predominant periodic components. 

§1. The problem often arises whether or not a given observational ma- 
terial contains periodic components. Consider N observed values yo, ¥, - - -Vn—1 
It is always possible to represent these data exactly by a Fourier series which 
may be written as 

1 
1 wot a 
Voie g70 + > A, cos (vkw—p,) 
. Q 


2 
0 <9, <2, A, = 0, eee: Pere ae 
N 


or, alternatively, 
<GN 
1 : 
Yy= ~Ag + >% cosvkw + b, sin rkw 
; ii @ 
a, = A,cos yp, 6, = A, sin Y, 

A convenient way of writing the series is obtained by using complex notation ; 
we may write 


N—1 
yy, = DA (ivkw) 


' 3 
Ane deen Gp et tae ae (3) 


Ay ,.=A, = A,exp (—i9,) 


From the theory of the Fourier series it follows that 
N—1 


1 ; 
fi Ie Noy Yv exp (iwvk) 
N—1 + N—1l (4 


1 t 
=— > y, coswork—— > ¥, sin wrk 
Neen Be 


‘ 
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nd ‘ (Ay B, =A, 


5 
=A0= A, ( ) 


‘he Fourier components can be evaluated easily using tables of cos wvk and 
inwvk as computed e.g. by L. W. Pollak [1]. 


§2. The equations (1), (2) or (3) show each ina slightly different manner 
he well-known fact that any material can be looked upon as the superposi- 
ion of periodic elements. Searching for periods one is therefore not so much 
soncerned with the question whether a given material can be superposed of 
periodic components — this is always so — but one is interested whether 
shere are among the periodic elements A, exp(ioky) any with exceptionally 
large amplitudes giving a predominant contribution to the observational 
values Y,, 

Thus plotting the absolute squares of the amplitudes |A,}? against k 
one may find exceptionally large values for say k = kj, ky, ... ete. and one 
might infer that the material contains significant periodic elements with peri- 
ods near @, = kyo, 2 = kyw,.. . ete. One must be careful when concluding 
that the material contains significant periods with frequencies ©, g, - etc. 
i. c. when concluding that these periods are inherent to the mechanism produc- 
ing the values y,. To decide whether a large amplitude A, is significant or not, 
the physical details of the process giving rise to the observations have to be con- 
sidered. 

Therefore, when searching for periods the object of the search is merely 
to find out whether or not the material can be approximated to a high degree 
as the superposition of a small number of harmonic components. Once such 
an approximation has been obtained, a systematic investigation is necessary 
so as to determine whether or not such harmonic components can be assumed 
to be physically significant. From the Fourier, coefficients alone, knowing 
nothing about the process, no conclusion as to the significance of a period 
can be made. Indeed, considering the extreme case of a pure sine-wave, it is 
clear that we cannot conclude a priori that observations which were represented 

py a sine function inside an interval can be represented by the same func- 
‘tion outside the interval, as the function might either continue or change 
abruptly into any other function. The present investigation is purely formal 
as it deals with the mathematical problem how to represent a given material 
by harmonic components. The much deeper physical problem as to the sig- 
nificance of such a representation cannot be dealt with here. 


§3. The Fourier spectrum of a given material may be determined accord- 


_ Periodicities. The Fourier analysis gives of course only frequencies which 


ing to (4) and (5) and the largest amplitudes can be identified tentatively with’ 


integer multiples of # = 2n]N, the basic frequency. If adjacent frequen- 
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| 
cies with large amplitudes occur, these can be grouped together to non-har- 
monic or fractional frequencies in the following way. 
Suppose for the moment the y,’s can be represented by 


yy = exp{i(K +e)ov) (6) 


with K an integer and — i <e<+t i 
2 2 


Introducing (6) into (5) we have 


N-1 
Ap noe? {i(K + ¢— k)ov) 


OS oe bee Rees | i sin 2/é 
TaN N  'J sink(K—k+2)o 
and 
A sin 7% 2 
k 
Nsin( 4 | 


|A,|* has its maximum for k = K, where 


IA? mw ee 
eis) 4a a Namie 


EI 


EIU Et 
[Note that for N >> 1, sn — ®& =) 
> N N 


Writing K—k = AK we find, provided | 4 K| << N, that 
‘ 1 
K+AK 
A ~ (74K ™ 


| K 


| A 
| 


This shows that provided € is positive 
[Axa 
is comparatively large. Similarly for negative « 
|A 
may be large. Thus a non-harmonic frequency is represented by a spectrum 


of Founer coefficients the neighbouring harmonic frequencies being the largest 
values. From (7) we find 


\2 
K+1| 


iS ee 
| Ax |+|Ag | 


é 


(8) 
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Making use of (7) and (8) (or the corresponding exact relations) we cap express 
a given Fourier spectrum in terms of one or more patterns arising from non- 
harmonic frequencies. Roughly speaking, pairs of large amplitudes corres- 
ponding to neighbouring frequencies wK and w(K-+1) can be attributed to 
one nou-harmonic frequency @(K-~+«). 

| Similarly there are typical patterns which indicate either a damped 
oscillation or oscillations with random changes of phase. 


§ 4. We see thus that as the result of a Fourier analysis one can deter- 
“mine in’a more or less unique way a number of frequencies @,, 2 - . - ete. 
(harmonic or non-harmonic) representing the observational material in as 
| good an approximation as desired. The procedure is, however, purely formal 
_and the question as to the significance of the periods cannot be decided on for- 
_mal grounds alone. The above ‘considerations leave the impression that a 


complete Fourier analysis tugether with the consideration of prominent pairs 
or groups of amplitudes exhausts a given observational material. Any pro- 
minent period contained in a material ought to show itself in the Fourier spectrum. 
Therefore methods for the search of periods other than straight-forward 
Fourier analysis can only be regarded as useful provided they allow to find 
_ periodic components by an amount of work much less than a complete Fourier 
analysis. It seems to be quite unreasonable to expect that a procedure, however. 
elaborate, should be capable of »proving« the existence of a hidden period 
which does not show in the complete Fourier spectrum. ‘ 

§5. A complete Fourier spectrum can be obtained easily from a not 
too large material by making use of auxiliary tables. However, the amount 
of work increases with the square of the number of entries and therefore methods 
of finding the most important components out of a large material without 
the necessity of a complete Fourier analysis are desirable. In the following 
we discuss two such methods. 

(1) The Fuhrich Method{2]. This method is an elaboration of the well- 
known auto-correlation method. Given the data yj, Yq, --- successive correla- 
tion coefficients are formed 


= Utigee (9) 


Submitting the 71, 72 to the process (9), a new set of values, say nn ... 
obtained. The procedure can be repeated and it is claimed that the set of 
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ny’s converges after a sufficient number of iterations towards cos@,y where @, 
is the frequency which has the largest amplitude in the set of the original y,’s. 
We shall investigate this claim further below. For the moment, we wish to point 
out that comparing (9) with (5) it is clear that one step in the Fuhrich method 
requires more work than a complete Fourier analysis (we assume that auxiliary 
tables for the Fourier analysis are available). Therefore the full procedure 
proposed by Fuhrich requires far more work than the complete Fourier analysis ; 
the result of this large amount of work is at best the determination of one rele- 
vant frequency. Thus we can see no advantage in applying this method in 
practice (see also last paragraph). 


(2) The Method of Kryloff and Schmidt [3]. Consider a function 


f(x) = A,sin (@,x+ —,) + Aysin(@.x+ gy.) +.... (10) 


Integrating (10) 2n times with respect to x, we have 


AS A 
(—)" i : 1 f(x) dx™ = of sin (wx + y,)+ om sin (wax + P2)+ 


+) + Cy +...4+C,.50" 7% (11) 


The Cy, C,, .... C,,_; are constants of integration. Neglecting the poly-| 
nomial C, + C,x +.... for the moment, we find that the 2n times integrated) 
function contains the same periods @,, ,... aS the original function f(x),| 
but the amplitudes are changed by the integration ; ; the smaller the corres- 
ponding frequency, the more are the amplitudes increased in their relative. 
importance. Thus, as far as the polynomial C, + C,x +... can be disposed) 
of, one might hope that as a result of subsequent Seng ttonis the period with 
the lowest frequency might become predominant as a result of several integrations. 
Once an important frequency is recognised, it can be subtracted from f(x),, 
and the remaining function g(x) =‘f(x) — A,sin(@,x + 9) can be sub-. 
jected to the same procedure. Thus important frequencies can be predicted) 
one by one. Schmidt’s procedure encounters, however, difficulties, as shown 
by Rubinstein[4]. It is not possible to eliminate the polynomials Cy + Cx +... 
with sufficient accuracy. Even a small error in one step is bound to give rise 
to large errors in subsequent steps and fortuitous frequencies may thus be 
obtained. While the above criticism of Rubinstein is justified, we shall give in 
the following section a method, very similar to that proposed by Schmidt, 
which is free of the- difficulties of the above method. 
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Part II. 


§ 6. We consider as in § 1. observed values yo, ¥,...¥y_ , Which 


can be represented by complex Fourier series 


N—1 
y= > Ae , = 22IN (12) 
k=0 
* 
A, = Ay, 


* denotes complex conjugate. 
| Writing equation (12), we do not assume the actual knowledge of the Fourier 
coefficients A,, we just emphasize that such series exist. 


We shall make frequent use of the following elementary relation 


iwvn 
rh | 4 oa el to. IN 
2 Eee ie (13) 
k=0 
| = n a 0, N 
and 
alee ees ee (14) 
1—'8 sin 4B 
| With help of (12) and (13) we find 
a 
NW Fy = Ao 
| Thus putting 
tial ——— 
y = N Bee (15) 
v=0 
we may form deviations of the average 
a =F 9 Se he Nel (16) 


The ni) are represented by a series which contains no constant term, namely 


N-1 
; (0) iwky 
| ne ~ A,e (17) 
k=1 
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Instead of the integration used by Schmidt we form partial sums as follow 


(1) ; } 
Ci = ny | 


OD) ng Ser (0) (0) 
Yr 4 Pi Pee Hy 


Equations (18) may also be written as 


yO, = Sat als 


We introduce now (17) into (19) | 


vy N—1 7| 

= > Y, iwpk | 

Yva$ ean Ae fA ) i 
k=O ftw1 


The summation over k can be carried out with help of (13) and we find 


(1) ~ A iwpk AY ~ A gOeEAn 
fwd k-0 jem laa 
with ba 
N—I A 
a) Ma 
arn Suniel e 
ore mel 


\ 
By a simple transformation we find 


: ef yu(y iy 


at 
lag nay 3 Die ae, @ 


thus the iterated values see j can be represented again by a Fourier serij 


where the new coefficients Aj’) have simple connections with the origin 
coefficients A,. 


hse 
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| § 6. We note further that the iteration has caused a phase shift of 
one half of an original step. We have expressed this shift by using half integer 
suffixes for the y"’s. In analogy with Schmidt’s procedure, we repeat the 
iteration. To do so, it is better not to repeat exactly the procedure described 
by equations (15) to (19) as this would further increase the phase shift. Instead, 


we propose the following very similar procedure for the second iteration : 


(1) Take averages 


1 N—1 ( 
aed 1) 
x) = Sel (22) 
y=0 
(2) Form partial sums 
laa (23) 
y= nf? 
2 


ie = Ho aes TN 8 


We can also write instead of (23) 


v1 


y?) = 0, y?) => Mey cee ee he D edad (24) 
e k=0 


With the aid of (21) and (22) we can show that y®) defined by (24) are repre- 
sented by the following Fourier series 


N—1 A, eloyy 


@) _ Ae) _ 
hy : (2 sin $um)? 


(25) 
Mal 
A®) is given by an expression somewhat similar to the one for Af) (equ. (20) ; 
the expression is, however, uninteresting as the numerical value of A®) is 
obtained as the average over the y's. 
§ 7. In the last two paragraphs we have given a scheme of iterations 
not unlike that used by Schmidt (see §5, 2). For the sake of clarity we repro- 
duce the full scheme in the following table. 
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Remarks 
and 
defini- 
tions 


Motte 


2 


Ce aa 
nt SYneqey 


Al) 


yD =n +0 
2 


ae 


(1) 


3 


ya a Wan ue 


72) —y® —¥) 


n@) =) —¥) 


ny i= ¥ oy 
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Starting from an original set of values y, »=0, ...N—Il we can thus form 
iterated series 


ny), n?, Breis ne), 2nd iteration 
ny, 4, shee ny, 4th iteration 


nf, nem) nr 2m th iteration 


so that the following Fourier representation holds exactly 


(2m) __ ( _ > Ay ele 
iB S @ain jon (26) 
The analogy between the old equation (11) and our new equation (26) is striking. 
The differences between the two schemes are as follows : 

(1) We have got rid exactly of the integration constants Casta esheners 
A”) is eliminated exactly when introducing deviations from the average. 

(2) Instead of the denominaturs w;/" in (11) we have now (2sin jou)”; 
for 4 << N we have approximately 2sin jou ~ oO. 

(3) The method does not reinforce arbitrary frequencies but only har- 
monic frequencies. 

The first feature is a great advantage of the new method as the indeter- 
minacy of the integration constants was the main shortcoming of the old 
method. It should be emphasized, however, that our method, though exact, 
is sensitive to rounding-off errors. It is therefore necessary in practice to attach 
two or three zeros to the original material and carry out the computation 
‘with an accuracy exceeding that of the original material. In table 2 three 
zeros have been attached to the original y, values 

(2) is caused by the fact that we have replaced integration by summa- 
tion; the error in Schmidt’s procedure caused by the approximate nature 
of numerical integration is thus eliminated. 

(3) The disadvantage that only harmonic frequencies can be obtained 
is compensated by the uniqueness of the procedure. At closer examination 
it appears to us that in fact Schmidt’s procedure can hardly give more than 
nearest harmonics. The effects of the ends of the interval and of numerical 

_ integration are not considered exactly by Schmidt. The errors which arise from 
_ these inaccuracies blur the results just sufficiently so as to prevent discrimination 
between harmonic and unharmonic frequencies. In our procedure, where 
_ these inaccuracies are eliminated, the iteration leads exclusively to harmonic 
_ frequencies. 
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Part ITI. 


A Numerical Example 


§ 8. If wk is the smallest frequency occurring in the Fourier spectrum 
of a material then as the result of a sufficient number of iterations, this frequency 
will become predominant and we find from (26) 


A, eiwky + Ay, e~itaky ey 2|A,| cos (wky + %) 
2 sin 10k)” / (2 sin 1k)” 
9 2 


(27) 


ny Fe (—\ 


(For our purpose the frequencies wk and w(N—k) are of course the same.) 
From equation (27) we can obtain approximate values of the phase 
y, and amplitude .4, as follows. With the aid of (13) we find 


1 N=1 ; ; 
ny (20 book) ™ = ne") me 24,Ay , = 242 (28) 
v=0 


and, similarly, 


1 wW— 1 : 
(2 sin Jor) >) 1") 18), = AL+ AR, = A cos20, (29) 


y= 0 


Thus 


7X2 N—1 “| 
cosas SS) net |S) 1 a, (30) 


v=0 v=0 


As will be seen further below, (28) and (30) give a fairly good approximation 
of A, and 9,, often even for m= 1. (30) permits only the determination 
of cos 2 y,; for any value of 9, satisfying (30) there are three more possible 
values, namely 


2 — YP T+ Py (31) 


By inspection of the values of the y{"’s it is as a rule not difficult to 
select the correct value. Once the period wk has been established, it can 
be eliminated exactly by subtraction. Indeed the values 


7s = 1 — (IM sin Jor)” 9 (32) 


contain no term with the frequency wk. In fact, equation (32) is correct 
whether wk is »predominant« or not. Thus, starting from the nm” the 
procedure can be continued. Repeating the procedure one may eliminate one 
frequency after the other in a simple way. After a large number of steps the 
Fourier spectrum could be obtained eventually. However this would be a very 
roundabout way of getting the spectrum. 


' 
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§ 9. In order to avoid misconceptions, we emphasize that the equations 
28), (29) and (30), giving A, and @,, simple as they are, require the same 
mount of computational work as the exact determination of A, and 9, 
rom equation (5) provided harmonic tables for the frequencies wk are available. 
Thus the actual use of (28), (29) and (30) can only be recommended if no tables 
or the frequencies 22k/N are readily available. The actual advantage of 
he method is, however; the following : 

The iterations described tend to give the lowest frequency present, provided 
he iteration is repeated sufficiently often. But, supposing there are a number 
flow frequencies present with small amplitudes ; suppose e. g. that the frequency 
pk is the lowest frequency with a large amplitude. In this case the iteration 
10t too often repeated brings the frequency wk out. Thus the practical 
procedure is to go on with iterations until the iterated values shuw a marked 
resemblance to a harmonic. At that stage the harmonic indicated by the 
iterated y,’s can be eliminated either by strict Fourier analvsis (if tables 
are available) or by (28) and (30). For this purpose it will be ummecessary as 
a rule to go to a high order of iteration. 


The fact that onc has to rely on judgment as to what harmonic is repre- 
sented by an iteration does not introduce any ambiguity into the procedure. 
If the wrong period is ascribed to a certain iteration, then the supposedly 
important frequency is eliminated instead of the really important one and 
the important frequency will appear more clearly in the course of subsequent 
iterations. 

§ 10. In order to give a numerical example, we have investigated an 
example which was considered by Pollak in 1929. We have N = 41, 


Y, = 8sin (36,09° ») — Ssin (9,74° vy) + random nuinbers. (31) 


In the table below we reproduce y') and its 2nd and 4th iterations (see. also 
moe, 2, 3). 
We have reproduced y, 7, y® in fig. 1, 2, 3. Already nv 
shows clearly a strong first harmonic; there was no real need to compute 
®) we have done so only to show how rapidly the procedure converges. 
The iteration was repeated with ¢() that is with the rest after the Ist har- 
‘monic was eliminated ; the second iteration of c) namely ce) shows a strong 
4th harmonic. Repeating the iteration once more with the rest a comparati- 
vely weak 6th and 2nd harmonics are also obtained. See figs. 4, 5, 6 and 7. 
Tn the present case there is no difficulty in recognising the predominant fre- 
neies. It is noteworthy that after the Ist harmonic immediately the 4th 
onic appears, although the actual material contains a weak second har- 
nonic. Thus the iteration, if not repeated too often, picks out automatically 
strong harmonics. 
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Part IV. 
The Fuhrich Method 


§11. The Fuhrich method consists in the successive application of the 
auto-correlation method. Correlation coefficients are computed between the — 
values Yo, ¥1, Y2,---- and the values shifted by 0,1,2...steps. The correlation 


coefficients represent the first iteration. Iterating several times in succession, 
the correlation coefficients tend towards a harmonic series representing the 
period with the largest amplitudes contained in the material. 


As already pointed out, the amount of work involved in forming one | 


set of correlation coefficients exceeds that of a complete Fourier analysis with 
the aid of tables; therefore the only justification for the Fuhrich method 
would be if it could find frequencies with greater precision than Fourier analysis. 
It seems to us unlikely that there should be any periodic property of a set of 


data which could not be found from a complete Fourier spectrum, if this pro- | 


perty can be found at all from the given data alone ; the claim of the Fuhrich 


method seems therefore suspect on general grounds. We can show, however, | 


that in fact the Fuhrich method applied to a finite interval can give at best 
as much information as a Fourier analysis; this at the cost of very much 
more work than the actual Fourier analysis would involve. 

§ 13. For the practical application of the Fuhrich method the original 
formula applying to an infinite interval must be modified so as to apply to a 


finite number of observations. In what follows, we consider several possibilities. 
(1) We may continue the y, values outside the given interval by | 


simple repetition. Thus we may postulate 


Sp Suny “ae ON ee isle (32) 
We have thus 


N-1 


yy = > A, Piped for any integer (33): | 


Meo 


Suppose for simplicity A, = 0 
Thus 


N-1 


N-1 
i mM tee Ds ‘A,|? = independent of k 


v=9 Ho 


Thus the denominators in (9) are constant, and we may therefore put for the 
first iteration 


eee a 
¥? — > Oy Tote (34) 
v=0 
and with the aid of (33) and (13) 
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N-—1 N-1 N—1 


1 A eke 
yy) = N pa > Ay Anis PO) Ua 2) 


v=0 M=l w=l 
the terms with y+u' 7 N cancel when summed over y; thus we have 


N-1 


l > twp 
yl) = A, An_n er OH 
Ma=1 


N 
<B 


(35) 


2 |A,,? cos ok 
Repeating the iteration we have further 
N 
ued 
cm) — 9™ |A,,? cos wk 


For a sufficiently large value of m the largest coefficient A, will become pre- 
dominant. So far, however, only exact Fourier frequencies are obtained. 

(2) So as not to impose the periodicity condition from the beginning, 
one might try to drop (32) and to introduce correlation coefficients built from 
the values inside the original interval only. We may thus define the iteration 
not by (34) but instead as 


1 N-k—1 
se oy Beles (36) 
v=0 


However equation (36) is equivalent to (34), provided we postulate by definition 


Yn = Ynui=--++ =e = 0 
Thus the iteration (36) gives the harmonics of an extended interval of 2.N entries, 
we therefore obtain as periods multiples of }w and not only of w. The fact 
that our frequency spectrum has thus been increased is no real advantage ; 
the new frequencies are simply the harmonics of an arbitrarily extrapolated 
set of values. 

(3) It may be argued that (36) does not really represent correlation 
coefficients, as the denominators contain only N—k squares if no extrapolation 
out of the interval is made use of. We may consider as a better approximation 
instead of (36) 

] N—e! 
Tees > Valles (37) 
| y=0 
‘ The iteration (37) is very complicated mathematically. As can be shown easily, 
even if the y, are given by a pure harmonic the iterated values are no longer 
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exact harmonics. There are, however, a set of frequencies which are repro-| 
duced by (37) exactly. Indeed, consider 

yy = ev 4 e1Qy (38)! 


where 2 is an arbitrary frequency. 
We find from (37) and (38) 


1 N—k—I 
(a ikQQ —tkQ i(2v +k)2Q i(2v +k 
a ieee 2 {¢ + ethkO 4 gi(2v +h) +1 +9) 
12 ae { ; | 
2coskQ + N_k ie +k)Q +e—(2r a 


The above expression is then and only then a pure harmonic if the nocd 
term vanishes identically in k. It can be shown with the aid of (13) and (14) 
that the sum vanishes provided 


GAN) 
that is for 
2K-+1 
O25 2 eee (39 
N—+ : 


Therefore (37) provides something like an analysis into frequencies 2, k=1, 2,. | 
However, as the procedure is non-linear, the combination of two frequencie 
(39) gives rise to a spectrum of combination frequencies. As any of these fre 
quencies. might be reinforced by a chance constellation, it seems (unles 
the contrary is proved) that repetition of (37) may lead to spurious frequencies 
We cannot help feeling that (37), apart from being elaborate, does not hav 
a clear significance and cannot be recommended. 


(4) The iteration proposed by Fuhrich and Pollak is 


N—k—1 N—k—1 
= aa / ie 2 x” 3 EA (4 
v=0 | ee 
H : 
It is of the same type as (37) but even more complicated. A detailed invest 
gation shows that (38) does not reproduce exactly any set of frequencies. A 
a result of the above consideration we must conclude that the iteration (4 
cannot be recommended for practical use. 
I am indebted to my wife Leonie for carrying out all the numeric 
computations. 


Fig. 1. 
y, original values. 


- Fig. 3, 

y, second iteration of 

original values. Shows first 
harmonics. 
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Fig. 2. 


i), first iteration of 


original values. 
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Fig. 4. 


cM), first remainder. 
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Fig. 6. 
a? ). second remainder. 


Fig. 5, 
of), iteration of first 
remainder. Shews fourth harmonics. 
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Fig. 7. 
a’), iteration of second remainder. Shows second 
harmonics 


REFERENCES 


1. L. W. Pollak, Harmonic Analysis Schedules ; published by the Stationery Office 
Dublin 1947. : 
2. J. Fuhrich, Statisticky Obzor, Prague, p. 471, 1933. 
L. W. Pollak, und Kaiser, Statisticky Obzor, Prague 16, 13, 1935. 
3. Galitzin: Compt. Rend. Just. Sism. 1, 1904. 
W. Schmidt: Meteorologische Zeitschrift p. 401 1911, p. 392, 1913. 
4. Rubinstein : Meteorologische Zeitschrift p. 222 1922 


OTbICKAHHE MEPHOJMYHOCTEN 
(JI. Anoum) 


(Pestome) 


B Hacronmei craTbe o6cyKaeTCA BOMpoc 0 CKPbITOH MepHOAMYHOCTH OMIM PHYeCKOrO 
Matepwana. Tlonnpi ananu3 gypbe faeT BCe, 4TO OTHOCHTCA K Me€pHOMM4HOCTH AaHHOrO 
MHODKeCTBa M3MepeHHit. OfHaKo pa6oTa HeOOXONHMa JUIA MpoBeyqeHHA TaKOrO aHaJiMsa, 
KOTOpbIt pacTeT B NpAMO NpoMopuMOHabHOCTH C KBajipaTOM YHCa HaGMOpeHHiK. NosTomy 
ABNACTCA KENATENbHBIM BbIPASOTKA MeTOMa, MOSBOJIAIOLUICTO HaXOMMTb HeTOCpeACTBCHHO 
BaKHeiuiMe KOMMOHeHTHI d@ypbe. ABTOP M3MeHACT cTappiii metox Lmuyra, 40Ka3aB, 4TO 
9TOT MeTOA, O4eHb yAoOOeH AIA onpeneneHHA Gomee BadKHBIX KOMMOHEHTOB. 3aTO MeTOA 
NpeAOKeHHEIN d@yppuxoM, ABIIAIOWIMUCA pacluMPeHHeM ABTOKOPPeCJIALHOHHOT MeTO/a, JOJDKEH 
6bITh OTBEPrHYTLIM, TaK Kak MPMMeHeHHe ero TpeGyer Oonbuie paoorbl, u AaeT MeHbIie 
Pe3yIbTaTOB, 4eM NOAbHbIM aHamH3 dypbe. 


PULSE SPECTROGRAPH 
By 
A. DALLOS 
TUNGSRAM RESEARCH LABORATORY, BUDAPEST 


(Received: 15. II, 1950.) 


A simple apparatus and method was developed for investigating the amplitude- 
spectrum of a series of random pulses of about 10—® sec. length. The time necessary for 
measuring amplitude spectrum of appr. 10° random pulses is half an hour. 


Introduction. Electrons are emitted at random one by one from a cathode 
of an electron multiplier tube. The number of these electrons is multiplied 
on the dynodes of the multiplier by a factor which varies statistically around 


—~ 19 2 10° sec. — 


Fig. 1. 
The shape of a single pulse. 


a most probable value. The pulses produced on the collector plate have rise 
times of less than 10~* sec [1. 2.] while their decays are shorter than 10—° sec 
(both branthes having exponential character corresponding to the resistance 
and stray capacitance values of the collector plate system). (Fig. 1.) It was 
decided to investigate the amplitude spectrum of such multiplier pulses, because 
the elementary properties of a multiplier can be investigated in this manner. 


The registration of the pulses on a moving film and the evaluation 
(i. e. counting the pulses of different amplitudes one by one) was tiresome 
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york and the statistical error was too large. So it was found necessary to 
Jaborate a method which is superior in quickness and accuracy to the method. 
nentioned above. The fundamental idea was given by Maeder [3]: the pulses 
n question are made visible on the screen of the tube. The pulses are to be 
transformed in such manner, that the amplitude of the transformed pulses 
should be proportional to that of the original ones, the rising and descending 
ranches should be of short duration, the electron beam should stay on the 
op for a long and definite time. If these two intervals differ by such an amount, 
that the ascending and decaying branches remain invisible,, while the top is 
well perceptible, luminous spots at a definite height will be perceptible instead 
of lines. Maeder has photographed these points and has determined the num- 
ber of pulses as a function of pulse amplitude by photometric method. 


_362, 16° _. 10°8, i amesee 1 IOs el 


—~ 


Fig. 2. 
a) original pulse b) the artificially lengthened one. (The amplitude of the 
lengthened pulse is proportional to that of the original one.) 


This idea was used here also with the following improvements. 
1, A simpler pulse-lengthening device was constructed. 


2. Direct photometry was used and it was possible to eliminate the 
calibration of photographic plates for blackening. 

The pulse-lengthening apparatus. The requirement for the pulse-lengthen- 
ing device is to transform pulses like that in Fig. 2/a. into pulses like that in Fig. 
2/b. This was achieved by charging a condenser through a tube. The voltage 
on the condenser corresponds to the integral of the pulse amplitude ; as the 
pulse is of exponential character, the signal is proportional to its integral. 
After charging the condenser, the voltage on the condenser remains tonstant, 
until it is discharged through a tube. This is accomplished by an electronic 
switch. 

' The complete circuit is shown in Fig. 3. The tube II works in cut-off. 
Current flows through the tube only if a positive pulse appears on its grid. 
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(As in our case the original pulses are negative, the phase-inverting tube 1 
precedes tube HH.) If a pulse reaches the grid of tube II, condenser C, is char- 
ged to a voltage corresponding to the time integral of the positive pulse. During 
this time, tube III is closed. Having no signals, such currents flow through — 
the trigger circuit (tube IV and VY), as will ensure that the grid and plate 
of tube III are on the same potential, and therefore condenser C, cannot be 
charged. — But if a positive pulse reaches tube II, a negative pulse reaches | 


ae 


Fig. 3. 
The entire device used for pulse lengthening. 


Tubes: I = EF6, Il = EBL21, Il] = UBL21, IV = EF¢, V = EF6, VI = AZ21,) 
VII = 5BP1/1802, C, = 6000 pF. C, == 500 pF, C, = 200 pF, C’; = 600 pF, C”; = 2000 pF 
Cy = 300 pF, .C; = 300 pF, Co = O01 HF; Cz= OLR, Cy 0,0) “FG: = 0,1 4B 
(yo = 1000 pF, Cy, = 32 HF, Cys = 16 ME, Cy, = 16,4F, Cys=.0) 4F, C= 01s 
(1, = 0,1 HF, R, = 0,55 MOhm, R, = 0,5 MOhm, R; = 50 KOhm, R, = 500 Ohm, 
R, = 30 KOhm, -R; = 10 KOhm, Kg = 500 Ohm, Ry = 80 KOhm, Ry = 80 KOhm, 
R,, = 100 KOhm, R,, = 100 KOhm, Kj; = KOhm, Ry = 1 MOhm, R,; = 100 KOhm, 
Ry, = 30 KOhm, R,; = 15 KOhm, Ry = 30 KOhm, Ry = 15 KOhm, Ry = 500 Ohm, 
ai : 


positive pulse generated on the plate resistance opens tube IV. Now C; is 
charged during the time of a pulse (10~° sec) and its voltage remains unchanged 
until the trigger circuit reaches the rest position. This lasts in our case 10-* 
sec. Then tube III loses its negative bias and the condenser is discharged. 

Applying the voltage which appears on C, to the vertical deflecting 


f 
| 
its plate. This negative pulse closes through condenser C’ the tube V and a 
plates of the C. R. tube, the fluorescent spot shifts in the vertical = 


LJ 
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in 10~ sec (charging), then remains there 10~‘ sec. and finally returns within 
about 10~° see to its zero position (discharging). The motion within 10~° sec 
is not visible because of the rapid motion of the spot. the part lasting 107' 
see is well visible. To eliminate the visibility of the part lasting 10—° sec. 
we apply a negative pulse to the grid of the C. R. tube from the plate of tube V. 

The range of pulse voltage can be chosen in our case max. 0,2 V, max. 
0,6 V, max. 2 V. The switching of ranges is effected by means of varying the 
capacity of condenser C3. 

An error may be caused due to the fact that a certain voltage i> 
required to close tube III (i. e. to prevent discharging of C3), which take~ 
place comparatively later in case of smaller pulses than in the case of 
larger ones (Fig. 4.), and therefore a larger area is neglected (as compared 


THE BEGINNING OF 
CHARGING C3 


Fig. 4. 
The apparatus starts to operate only above a certain voltage. 
Therefore for smaller pulses relatively greater parts are lost. 


with the whole area) in case of smaller pulses than in case of larger ones. As 
the whole rising branch lasts for 10~° sec, the descending one for 10~° sec, 
this error can be neglected. Even in the worst case the whole neglected area 
is less than 0,1 % (this would occur if the charging of the condenser would 
begin only at the top of the pulse). This supposition was examined during 
the calibration of the instrument. It was found justified. 

In the instrument described above no special care was taken for the case 
when two pulses arrive within less than 10~* sec. This difficulty can be overcome 
with additional tubes (Maeder), but it is simpler to reduce the number of pulses. 

As the screen of the C. R. tube has an afterglow of 10~* sec, the hori- 
zontal plates are supplied with a sweep voltage. If f=10* cycles/sec. we obtain 
lines instead of points. Maeder applies the sweep voltage only in the case when 
a pulse reaches the instrument. This is unnecessary, because it is simpler 
to work with the own time base of the oscilloscope. Fig. 5. shows a photo 
made when the sweep is linear and slow. 
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The complete pulse spectrograph. Applying the pulses produced as des- 
cribed above to the vertical deflecting plates of a C. R. tube, points are to be 
seen at a height proportional to the pulse amplitudes. In order to know the 
amplitude distribution, the number of flashes appearing at a given distance 
from the zero level has to be determined. 

Quick method of measurement. An opaque screen with a slit is placed 
before the screen of the C. R. tube; before the slit there is a light-sensitive 


Fig. 5. 
A photography of the C. R. tube with 0,1 sec exposure. Horizontal axis: the time base; 
Vertical axis: the nearly square pulses. 


multiplier tube. Variation of the zero level (zero line) of the fluorescent spot 
is achieved by biasing the vertical deflecting plates of the C. R. tube. Then, 
corresponding to the bias voltage, the flashes which appear in front of the 
slit represent various but definite pulse amplitudes (Fig. 6.). The photo- _ 
electric current of the multiplier may be measured (Dr. Faragé’s idea.). The | 
t = RC product defines the averaging properties of the instrument. 

If a great number of pulses, e. g. 105 pulses/sec, arrives at the multiplier : 
cathode, the entire distribution curve can be displayed. For this purpose the) 
following method is used: The shifting of the spot from its zero position is 
not accomplished by d. c. biasing, as before, but by means of a saw-tooth 
voltage (Fig. 7.). The same voltage is supplied to the horizontal deflecting 
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plates of another C. R. tube. We applied voltage on the load resistance of 
the second multiplier (being proportional to the number of flashes) after am- 
plification to the vertical deflecting plates of the second C. R. tube. The display 
on the screen is subjected to statistical fluctuations and becomes steady only 
if the number of pulses/sec. is high enough. In any case the most probable 
distribution can be obtained photographically and no special evaluation is 
required. It should be mentioned that the method described above could 


SCREEN WITH 
N OPENING 


MULTIPLIER 
WITH PHOTOCATHODE 


IMPULSE — SWEEP 
LENGTHENIN' GENERATOR 
APPARATUS ’ - 


Fig. 6. 
The flashes are transformed to electric current by a photomultiplier. Its average intensity 
is measured by a galvanometer and it is proportional to the number of the equal pulses, 
The zero level of the spot is altered by a variable direct voltage. 


not be used for measurements because the C. R. tube displays obtained showed 
a large statistical fluctuation. This was due to the resolving power of 10~* sec. 

Accurate measurements with low-rate pulses can be achieved by photo- 
graphing the picture appearing on the screen of the C. R. tube, during a rela- 
tively long time. The blackenings caused by the separate flashes at the same 
place are added, the long exposure time is averaging and so the statistical 
error is reduced. The evaluation can be carried out photometrically. 

For an easy evaluation of the measurement, and for avoiding the sepa- 
rate calibration of photographic plates for blackening (as it was done e. g. by 
Maeder), the horizontal deflection of the C. R. tube was fed instead of by linear 

sweeping by a quadratically time-dependent one. 


u 
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Denoting by x the distance of the spot from its zero position, and the 
time by t, the deflection should tollow the law x == at® (a is a constant). 

Because the brightness of any spot is proportional to the sojourn there 
of the electron beam, in other words inversely proportional to the sweeping 
rate, the brightness F of the point x is governed by the following relation: 


€ me Me ie k (7 vin 
dxjdt oV/ax Vx ee 


F(x) = = const \ 


c 
9V a 


IMPULSE — 
LENGT HENI 
APPARATUS 


Vv ek 


Fig. 7. 
Altering the zero level of the spot by applying a sweep voltage and controlling another 
C. R. tube with a voltage proportional to the photo current, the amplitude spectrum is 
visible on the screen. (The horizontal deflection of the second tube is produced by the 
sweep of the first one.) 


Photographing the screen of a tube with such a quadratically deflected elec- 
tron beam, each grain of the photographic emulsion is irradiated by a quantity 
of light defined by the above equation. The blackening curve may be deter- 
mined in this manner, because it is accurately known, which brightness has 
caused the blackening on the place. 

The blackening curve has been determined by Maeder in his experi- 
ments by the usual time-consuming procedure. Besides these inherent com- 
plications other errors may be incurred by the eventual differences in the 
developing and fixating process, inhomogeneity and non-interchangeability of 
the plates and the suitable part of the plate characteristic must be maintained. 

These possible sources of error can be eliminated at once, when the 
blackening curve is ascertained by the pulses themselves. 
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The results of a measurement are shown in Fig. 8. The pulse di-tri- 

ution function can now be easily calculated by the following reasoning : ()n 
each straight line x =a the same amount of light is generated by any pul - 

and the different blackenings are caused therefore by different numnber~ f 
pulses as funetion of their amplitude 5. On the straight line 5 = & be cause 
of the equal number of pulses registered, the different blackenings are e.u-ec. 
however, by the non-equal electron beam velocity. Comparing the blavkening- 


Fig. 8. 
10 minutes exposure trom C. R. tube. Vertical: the different amplitudes (£); Horizontal : 
the corresponding probabilities. the relative numbers (x), in arbitrary units. (The deflection 
is produced by the lengthened pulses and by the quadratic sweep.) The contour shows the 
amplitude spectrum of 10° random pulses. 


ona line x =a with the blackenings on a line = b and if equal blackenings 


are found on the places (a, ¢,) and (x,, b) then the relative light intensity may 
be determined by 


k 
F(x) = v. 
The point under investigation being on the line x = a, the brightness is pro- 
portional to the number of pulses W,, and the distribution function is given by 


Ve 
k 


W( &,) = 
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W (&,) d&, denoting the number of pulses with amplitudes between &, and 


é, +d &. 
The distribution function W (é) itself is recognizable by the above 


procedure. The brightness of any spot is proportional to the number of pulses 
W(é) and the luminance of any pulse proportional to F (x), 


Fig. 9. : 
multitiplier with 14 dynodes, with thermionic cathodes 
for different plate voltages. 


The amplitude spectra of a 


Considering the points with equal blackenings, these points obey W(£) F (x) = 


—const, and because 
/ x 


k 
Fxy=—7- CM“) = 


Vx k 


i.e. W(é) F(@). 


| integrating. 
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These points determine the square root of the distribution function. (See in 
Fig. 8. the boundary of the light place.) 
The quadratic time base was obtained from linear sweep by electronic 


It should be noted that by using an exponential time base x = ae”, 


d ai 
the velocity * = bx, the light generated F(x) = bx and the points with 
x 


equal blackenings would give the distribution function itse!f W(£) = bx. 

Results. The distribution curve of a multiplier tube having a thermionic 
cathode and 14 dynodes was investigated at different plate voltages in the 
several ways described above (C~10pF). The results of measurements 
are shown in Fig. 9. It may be seen, that the amplitude distribution curve 
depends much upon the voltage ; if the voltage increases, the number of pul- 
ses of small amplitude decreases. The number of pulses of average amplitude 
approaches a limit as seen on Fig. 9. The phenomenon is probably caused by 
space charge effects occuring at higher voltages (i. e. at higher electron densities). 

Remarks. The instrument is capable of registering correctly a series 
of pulses if the integral of the pulse is proportional to its amplitude, and the 
rise time is not longer than one hundredth of the entire pulse. The quick 
method is useful when the number of pulses is great, the photographic method 
is advantageous when the number of pulses/sec. is small. 

Acknowledgements. The experimental work described above was _per- 
formed during the first part of 1948 in the laboratory of the United Incandes- 
cent Lamp & Electrical Co. (Tungsram) Ujpest. I wish to express my thanks 
to Dr. P. Faragé and Dr. J. Pécza for calling my attention to the problem. 
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UMMYJIHbIA CNEKTPOrPA® 
(A. Tjasnou) 


(Pesrome) 


; ABTop coctaBuy npu6op vznA onpenenenuaA YHKUMM pacnpexenenuaA no BenMYHHe 
HMNYILCOB ABIAIUINXCA CHYYaHbIMH KaK MO OTHOWIEHHIO BPEMCHH, Tak M NO OTHOLICHHIO 
amngutTyja. C nomoujblo paccMaTpHBaemoro MeTOa OWUEHHMO B KOPOTKOe BpemA AaKe u 
_MHOKECTBO HMMYJIbCOB Cocroamjee u3 10° TonUKOB. Bb CocTraBneH oneKTpoHMYecuHH npHoop 
AXA KBaspaTypbl OCTPEIx TONYKOB. BBoAA Tak MpeoOpa3soBaHHbI€e HMMYILChI B KaTOAHY1IO 
 aMmy, CTaHYT BHJHbIMM TONbKO BePWHHbI TONUKOB. Pa3sOHpalwTCA HEKOTOPHIe MeTOIbI 
 CYMMAlMH MW OMCHKH. ,,I7eKTpH4eCKOe’’ OLEHHBAHHE [eNaeT BO3MO)KHBIM ObICTPoe, a oTo- 
‘Tpaduyeckoe usmepeHne TouHOe, ompenencHue. CoobuiaeTcA MeTOA, C MOMOMIbIO KOTOPOrO 


a4 MO%KHO H36eraTb 3aTPYAHHTENbHOTO M3MePeHHA KPHBOH yepyeHHA, MYHKUMA pacnpeyencHua 


HenocpeycTBeHHo, 6€3 usMepeHHA, NOABHTCA Ha MoTorpaduyeckoH MacruHKe. IIpuBogzatca, 
I€KOTOPbIe H3MEPeCHHA OTHOCAMMMECA K TONYKAM BpemeHH 10° ° Cex. CHaOAMTEbHOTO NoTeH- 
CHYKMBIUETO BTOPHYHOMY QICKTPOHHOMY YCHJICHHIO. 


ZUR LOSUNG DER THOMAS-FERMI-DIRACSCHEN 
GLEICHUNG 


Von 
P. GOMBAS und R. GASPAR 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST. 


(Eingegangen: 25. ITI. 1950.) 
Es werden aus den von Umeda mit den Brillouinschen Randbedingungen berechneten 


Lésungen der Thomas-Fermi-Diracschen Gleichung die Lésungen dieser Gleichung fiir die von 
Jensen eingefiihrten Randbedingungen durch ein Stérungsverfahren berechnet. 


Die Grundgleichung des Thomas-Fermi-Diracschen statistischen Atom- 
modells lautet folgendermassen [1] 


vr =a [(FP +e] (l) 


r 
i ee 


Hier ist 


r 
v2) = 5 (V—Vo +19)» 


r=s(E 


2 ra 
— weal y= (2 N)e b a Ie = 
4\2Z Ts 16 27" ay 


und es bedeutet y’’ die zweite Ableitung von y nach x, r die Entfernung vom 
Kern, V das Gesamtpotential des Atoms, Z die Ordnungszahl des Atoms, 
N die Anzahl der Elektronen im Atom, ry den Grenzradius des Atoms, e die 
positive Elementarladung und a, den kleinsten Bohrschen Wasserstoffradius. 
Die Gleichung (1) ist mit den folgenden Randbedingungen zu lésen [2] 


Y(%o) = abe (3) \ 
W(X) Xo — V (%o) = fos (4) 


wo x, dem Rand des Atoms entspricht, d. h. es ist 


X=. 
be 
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Fir neutrale Atome (N=Z) ist die rechte Seite von (4) gleich 0. 
Die Gleichung (1) wurde von Umeda [3] fiir die 92 neutralen Atome 
von Wasserstoff bis Uran gelést und zwar mit den folgenden Randbedingungen 


(0) = 1, (5) 
V(x) = 0, (6) 
Y'(%o) = 0. (7) 


Zwei dieser Randbedingungen unterscheiden sich von den weiter oben ange- 
gebenen. Die von Umeda benutzten Randbedingungen (5)—(7) stammen von 
Brillouin [4] und entsprechen der physikalischen Forderung, dass ein hervor- 
gehobenes Elektron des statistischen Atoms die kleinstmégliche Energie besitze. 
Diese Forderung fihrt jedoch zu einem Atommodell mit einer Randdichte 


0, = 0,001089 i das nicht stabil ist, denn erstens wiirden schon beieiner Elek- 
% 


tronendichte von @ = 0,001475 a die Elektronenspine der Elektronen mit 
bed) 

antiparallelem Spin umklappen,! was bei Brillouin unberiicksichtigt blieb, 

und zweitens verschwindet der Nullpunktsdruck des Elektronengases am 

Atomrand nicht. 

Zu einem physikalisch gut begriindeten und stabilen Atommodeil gelangt 
man nur mit den Randbedingungen (2)—(4), die von Jensen [2] stammen und 
der physikalischen Forderung entsprechen, dass die Energie des gesamten 
Atoms (und nicht nur des jeweils hervorgehobenen Elektrons) ein Minimum sei. 


Diese Randbedingungen fiihren zu einer Randdichte von Qo = 0,002127 ; 


a,°, 
und es treten hier die im Zusammenhang mit den Brillouinschen Randbedin- 
gungen erwahnten Schwierigkeiten nicht auf. Mit diesen Randbedingungen 
wurden von Jensen, Meyer-Gossler u. Rohde [5] Lésungen fiir Ar, Kr und X 
auf numerischem Wege berechnet. 


Wir wollen nun zeigen, dass man aus den Umedaschen Lésungen sehr 
einfach die Lisungen der Gleichung (1) mit den Jensenschen Randbedingungen 
(2)—(4) fir neutrale freie Atome und Ionen sowie fiir kugelsymmetrisch kom- 
primierte Atome berechnen kann. Hierzu ist zunachst zu bemerken, dass am 
Rand des Brillouinschen Atoms ein negativer Druck: herrscht, der zu einer 
Kontraktion des Atoms fihrt, und es ist leicht zu zeigen, dass darum der Jen- 
sensche Grenzradius kleiner sein muss als der von Umeda mit den Brillouin- 
sehen Randbedingung berechnete. Weiterhin kann man leicht einsehen, dass 
Sich die Lésungen der Gleichung (1) mit den Randbedingungen (2)—(4) von 
den Umedaschen Lésungen nur sehr wenig und zwar naturgemass nur in den 


* 


1 Man vgl. hierzu Geiger-Scheels Handb. d. Phys. XXIV/2, 2. Aufl., Springer, Berlin, 
933, Artikel von A. Sommerfeld und H. Bethe S. 485. 


5* 
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Randgebieten unterscheiden werden; dies wird auch durch die von Jensen, 
Meyer-Gossler und Rohde fiir Ar, Kr und X auf numerischem Wege direkt 
berechneten Liésungen bestitigt. 

Zur Berechnung der Lésung der Gleichung (1) mit den Randbedingun- 
gen (2)—(4) kann man nun so vorgehen, dass man 

V(x) = Yulx) + ke(x) (8) 

setzt, wo y,(x) die Umedasche Lisung und ke(x) ein im Verhaltnis zu y, (x) | 
kleines Korrektionsglied bezeichnet, k ist eine Konstante. Nach Einsetzen in — 
Gleichung (1) und Entwicklung nach ke(x) ergibt sich bei Vernachlassigung ~ 
der Glieder, die von zweiter und héherer Ordnung klein sind 


Pa o(e 


Mit Riicksicht darauf, dass ~, eine Lésung von (1) ist, findet man fiir ¢ die 
homogene Differentialgleichung 
2 | 


Scio . 


Da y, der Randbedingung (5) geniigt, muss « der Randbedingung 


2 
ke. 


a 3 
ya” he" = x Siew. | +3 
be x | 


(0) = 0 (10) | 

geniigen. Weiterhin fordern wir 
e’(0) = 1. (11) | 

Durch die letzte Bedingung wird der Anstieg der Anfangstangente 
v’ (0) = ¥.(0) +k. (12) | 


Die Bestimmung von k und x, geschieht aus den Randbedingungen (3) und (4). 


Die Gleichung (9) wurde fiir das neutrale Ne-, Ar-, Kr-, X- und Rd-Atom 
gelést. Die Lésungen sind in der Tabelle 1 dargestellt. Als unabhangige Variable _ 


ely ee ; s x | 
wurde hierbei die von Umeda! benutzte Variable x = 4 benutzt, wo’ 


a 
v,! eine Konstante bezeichnet, beziiglich der wir auf die zitierte Arbeit | 
von Umeda verweisen und deren Zahlenwerte fiir die hier behandelten) 
Lésungen wir in Tabelle 1 angeben. 


In Tabelle 2 bringen wir die nach (8) berechneten Lésungen als Funk- 
tion von x sowie die Werte von Z, wu, B und Xp 


1K. Umeda, |. c. Die von Umeda und hier in den Tabellen benutzten transformier- 
ten Gréssen sind 
fiir das Argument x = x ¥;¢ «fir die Funktion ¥ = yy, fiir die Funktion = 2Vo 


fiir die Ableitung y= y’ Vos u. S. W. 


, 
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Mit Hilfe der Funktionen y, und ¢ kann man auch die Lésungen der 
Thomas-Fermi-Diracschen Gleichung fir positive Ionen und durch dusseren 
| Druck kugelsymmetrisch zusammengedringte Atome berechnen. Aus den 
| Randbedingungen (3) und (4) fiir positive Ionen ergeben sich mit dem Ansatz 
(8) sofort die Werte der Parameter k und der Grenzradien x,. In der Tabelle 3 
| geben wir die zusammengehérenden Werte von k und %, fiir das neutrale Ne-, 
| Ar-, Kr-, X- und Rd- Atom und die Ionen Net, Net++, Art, Ar++ usw. an. 
In Tabelle 4 bringen wir zum Vergleich die von Jensen, Meyer-Gossler 
und Rohde fiir Ne, Ar und X und der Ionen dieser Atome direkt berechneten 
| Werte von x,. Wie zu sehen ist, stimmen die unseren mit diesen sehr gut iberein. 


nN 


Komprimiertes Atom 


log (1+1000 ¥) —— 


~ 


Fig. 1. 
Lésungen der Thomas-Fermi-Diracschen Gleichung fiir das Ar-Atom 


x Schliesslich bringen wir in Figur 1 noch fiir Ar die von Umeda mit den 
_ Brillowinschen Randbedingungen bestimmte Lésung und die von uns hier 
‘bestimmte Lésung. Die von Jensen, Meyer-Gossler und Rohde berechnete 
‘Losung fallt innerhalb der Zeichengenauigkeit mit der von uns berechneten 
‘zusammen. Aus der Figur ist zu ersehen, dass die Korrektionsgrésse ke(x), d. h. 
die Differenz der von uns berechneten Lésung und der Umedaschen Lésung 
‘mit Ausnahme der Randgebiete iiberall ausserst klein ist. In Figur 1 bringen 
Wir ausserdem noch die Lésung der Thomas-Fermi-Diracschen Gleichung 
fiir ein kugelsymmetrisch komprimiertes Ar- Atom. Wir berechneten unsere 
Lésung so, dass das komprimierte Ar- Atom das gleiche Volumen habe wie 
las von Jensen, Meyer-Gossler und Rohde bestimmte. Die von uns berechnete © 
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Lésung stimmt mit der von Jensen, Meyer-Gossler und Rohde berechneten 
wieder innerhalb der Zeichengenauigkeit tiberein. 

Die Berechnungen, die wir hier fur Ne, Ar, Kr, X und Rd durchgefiihrt 
haben, lassen sich sehr einfach auf weitere Atome iibertragen. Man kann auch 
so vorgehen, dass man die Funktion « aus den hier berechneten durch Inter- 
polation bestimmt. 


Tabelle 1. 
DIE FUNKTION € (%) UND DER PARAMETER ¥3. 


Ne Kr x Rd 
Z 10 18 36 54 86 
?,2 0,8221 1,260 1,442 1,684 

ra € (x) € (x) € (x) & (x) € (x) 

0,0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
0.1 0,1009 0,1011 0,1014 0.1019 0,1024 
0.2 0.2047 0.2062 0.2078 0.2104 0,2129 
03 0.3132 0.3174 0,3232 0.3293 0.3363 
0.4 0.4275 04362 0,4490 0.4607 0.4755 
05 0.5484 0,5637 0.5866 0.6070 0.6329 
0.6 0.6767 0.7009 0,7376 0.7696 0,8110 
0,7 0.8132 0.8488 0.9034 0.9502 1.0118 
0:8 0.9584 1.0083 1,0853 1.1506 1.2377 
0.9 1.1131 1.1803 1.2846 1.3724 1,4909 
1,0 1,2779 1,3656 1,5027 1,6174 1,7737 
12 1.6403 1.7797 2,000 2.184 21438 
14 2.051 2.258 2,590 2,865 3.252 
1.6 21515 2/808 3,282 3,677 4,236 
18 3,038 3.438 4,091 4,636 5,415 
2/0 3,626 4,156 5,029 5,759 6,814 
22 4.286 4.971 6,111 7,067 8,461 
2"4 5,023 5,893 7.351 8.581 10.386 
2.6 5,844 6,931 8,767 10,322 12,621 
28 6.758 8.097 10,377 12.314 15,200 
3,0 1,773 9,402 12,198 14,584 18,161 
3,2 8,896 10,859 14.251 17.160 21/54 
34 10,137 12,480 16,558 20.07 25,39 
3,6 11,505 14.280 19.142 23.35 29.75 
3,8 13,011 16,275 22.03 27.02 34,66 
4.0 14,666 18,479 25,24 31.14 40,19 
4,2 16,481 20.91 28,81 35.73 46,39 
44 18,470 23.59 32.77 40,84 53.31 
4,6 20.65 26.53 37,15 46.51 61.04 
4.8 23.03 29.77 41,99 52.80 69.63 
5,0 25,63 33,31 47,31 59,75 19,17 
5,2 28.46 37.19 £318 67.42 89.73 
5.4 31.55 41.43 59.62 75,87 101,41 


4 
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Ne Ar Kr | xX Rd 
7 | é (=) é (x) = (=) | = (=) e (x) 
5,6 34,92 46,06 66,68 85,16 114,29 
5,8 38,58 51,12 74,42 95,37 128,48 
6,0 42,56 56,64 82,89 106,56 144,08 
6,2 46,88 62,64 92,14 118,82 161,22 
6,4 51,59 69,18 102,25 132,23 180,00 
6,6 56,69 716,30 113,27 146,88 200.6 
6,8 62,24 84,04 125,28 162,88 223,1 
7,0 68,26 92,45 138.37 180,34 247,7 
q2 74,80 101,59 152,62 199,37 274.6 
1,4 81,90 111,52 168,12 220.1 1 303,9 
1,6 89,60 122,31 184,98 242.6 | 335,8 
1,8 97,98 134,02 203,3 267,24 370,6 
8,0 107,08 146,74 223,2 293,9 | 408.4 
8,2 116,97 160,56 244,8 322.9 | 449,6 
8,4 127,73 175,57 268,3 354,4 494,4 
8,6 139,45 191,88 293,8 388.6 543,1 
8,8 166,14 209,6 321,6 425,8 596,0 
9,0 166,13 228,9 351,7 466,3 653,5 
9,2 181,34 249,9 384,5 510.1 715,9 
9,4 197,98 272,7 420,1 557.8 183,8 
9,6 216,2 297,6 458,8 609,7 857,5 
9,8 236,2 324,8 500,9 666,0 937,5 
10,0 258,2 354.5 546,8 127,3 1024,6 
10,2 282,5 387,1 596.8 794,0 1119,2 
10;4 309,4 422.9 651,3 866,5 1222,1 
10,6 339,3 462,1 710,8 945,7 1334,1 
10,8 372,6 505.4 716.0 1032,0 1456,1 
11,0 410,0 553,2 847,4 1126,4 1589,0 
11,2 452,3 606,3 925,7 1229,6 1734,1 
11,4 500,5 665,4 1011,0 1342,8 1892,6 
11,6 556,0 731,5 1107,1 1467,0 2066 
11,8 620,8 806,1 1212,4 1603,8 2256 
12,0 698,1 890.6 1329,4 1754,8 2465 
12,2 793,1 987,5 1459,9 1921,9 2694 
12,4 916,3 1100,0 1606,3 2108 2948 
12,6 1232,7 1771,6 2315 3228 
12,8 1393,3 1959.7 2547 3540 
13,0 1595.9 2176 2810 3888 
13,2 2429 3109 4278 
13,4 2729 3454 4718 
13,6 3097 3856 5220 
13,8 4334 5798 
14,0 4922 6471 
14,2 5576 1272 
14,4 6571 8256 
14,6 9520 
14,8 11335 
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Tabelle 2. 
DIE FUNKTION (x) WEITERHIN DIE WERTE VON /, B UND %,. 


Ne Ar Kr OX Rd 

Z 10 18 36 54 86 

Le 0.3380 0,4109 0.2681 0,2342 0,2010 

B 0,04563 0,93084. 0,01943 0.01482 0,01087 
Xo 11,9 ADS S22 13,7 14,1 

x ¥ (x) y (x) viz) | ye) y (x) 
0,0 0,5556 1,0000 2,000 3,000 4,778 
0,1 0,4969 0,8774 1,707 2511 3,901 
0,2 0,4513 0,7850 1,495 2,169 3,309 
0.3 0,4134 0,7094 1,327 1,903 2,860 
0,4 0.3801 0.6455 1,189 1,687 2,503 
0,5 0,3513 855905 1,073 1.508 2,211 
0.6 0,3257 0,5425 0,9732 1357 1,969 
0,7 0,3029 0,5003 0,8871 1,228 1,765 
0.8 0,2824 0,4627 9.8118 1.116 1,590 
0.9 0,2638 0,4292 u,7455 1,018 1,440 
1,0 0,2469 0,3990 0,6868 0,9323 1,309 
1.2 0,2174 0,3470 0.5874 0,7889 1,093 
1,4 0,1924 0,3039 0,5070 0.6746 0,9240 
1,6 0,1712 0,2677 0,4448 0,5817 0,7888 
1,8 0,1528 0,2370 0,3858 0,5052 0,6790 
2,0 0,1369 0,2107 0,3394 0,4416 0,5887 
2,2 0,1230 0,1880 0,3000 0,3880 0,5135 
2,4 0,1108 0,1682 0,2663 0.3425 0,4504 
2.6 0,09997 0,1510 0,2372 0.3036 0,3969 
2.8 0,09041 0,1359 0,2119 0,2701 0,3512 
3,0 0,08187 0,1225 0,1899 0,2411 0,3119 
Sie 0,07425 0,1107 0,1706 0,2158 0,2780 
3,4 0,06741 0,1001 0,1536 0,1936 0,2484 
3.6 0,06126 0,09075 0,1386 0,1742 0,2226 
3,8 0,05572 0,08233 0,1252 0,1570 0,2000 
4,0 0,05070 0,07477 0,1133 0,1417 0,1800 
4,2 0,04618 0,06797 0,1027 0,1282 0,1624 
44 0,04206 0,06183 0,09321 0,1161 0,1467 
4,6 0,03831 0,05628 0,08466 0,1052 0,1327 
4,8 0,03491 0,05125 0.07696 0,09554 0,1202 
5,0 0,03180 0,04669 0,07001 0,08681 0,1091 
52 0,02897 0,04254 0,06372 0,07893 0,09904 
5.4 0,02638 0,03876 0.05802 0,07182 0,09001 
5,6 0,02400 0,03531 0,05286 0,06538 0,08186 
5,8 0,02184 0,03217 0,04816 0,05954 0,07449 
6,0 0,01985 0,02929 0,04389 0,05426 0,06783 
6,2 0,01803 0,02666 0,03999 0,04944 0,06179 
6,4 0,01636 0,0z2425 0,03644 0,04505 0,05629 
6,6 0,01482 0,02206 0,03318 0,04104 0,05129 
6,8 0,01342 0,02003 0,03021 0,03740 0,04674 
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ee oe ne) 


7,0 0.01213 0,01819 0,02749 0,03406 0,04259 
M2 0,01095 0,01648 0,02501 0,03101 0,03881 

| 14 0,009863 0,01493 0,02272 0,02821 0,03534 
7,6 0,008869 0,01349 0,02064 0,02566 0,03217 

i ks 0,007958 0,01219 0,01871 0,02331 0,02928 
| 8,0 0,007124 0,01098 0,01696 0,02117 0,02662 
}\ B52 0,006362 0,009880 0,01534 0,01919 0,02418 
| 8.4 0,005667 0,008871 0,01387 0,01739 0.02196 
|| 8.6 0,005033 0,007946 0.01250 0,01573 0,01991 
8.8 0.004456 0,007101 0,01126 0,01421 0,01804 
|| aeos0 0,003892 0,006329 0,01013 0,01282 0,01632 
| eon 0,003459 0,005625 0,009080 0,01154 0,01474 
9,4 0,003032 0,004983 0,008124 0,01037 0,01330 
9.6 0,002649 0,004401 0,007251 0,009301 0,01198 
9.8 0,002307 0,003874 0,006455 0,008320 0,01075 

. 10.0 0,002004 0,003397 0,005729 0,007425 0,009645 
| 10,2 0,001737 0,002969 0,005068 0,006608 0,008629 
| 10.4 0,001504 0.002586 0,004470 0,005863 0,007699 
| 10,6 6,001304 0,002244 0,003928 0,005187 0,006852 
10.8 0,001137 0,001943 0,003440 0,004573 0,006081 
0,0009981 0,001678 0,003001 0,004019 0,005379 

0,0008893 0,001449 0,002610 0,003519 0,004742 

0,0008104 0,001255 0,002261 0,003070 0,004166 

0,0007587 0,001092 0,001954 0.002669 0,003648 

0,0007368 | 0,0009606 0,001687 0,002314 0,003183 

0,0007460 | 0,0008597 0,001457 0,002002 0,002767 

0,0007909 | 00007885 0,001262 0,001729 0,002398 

0,0008785 0,0007475 0,001101 0,001495 0,002074 

— | 0,0007375 0,0009725 0,001297 0,001791 

0,0007612 0,0008760 0,001134 0,001547 

0,0008244 0,0008110 0,001004 0,001341 

0,0009422 0,0007781 0,0009081 0,001171 

= 0,0007788 0,0008447 0,001036 

0,0008164 0,0008143 0,0009352 

= 0,0008190 0,0008679 

0,0008625 0,0008347 

0,0009366 0,0008372 

0.001085 0,0008796 

—_— 0,0009 702 


0,001135 
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Tabelle 3. 


DIE WERTE VON k UND x FUR DIE ATOME Ne, Ar, Kr. X UND Rd UND DER 
EINFACHEN SOWIE ZWEIFACHEN IONEN DIESER ATOME. 


Tabelle 4. 
RESULTATE VON JENSEN, MEYER-GOSSLER UND ROHDE. 


Xp | 9,05 12,75 15,35 
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K PEWIEHHIO YPABHEHHH TOMAC—-PEPMH—]IMPAKA 
(tl. Tom6am u P. Paunap) 


(Pesiome) 


YpapHenne Tomac—®epmu—-J[upaka, KoTopoe YMefa pemHA NpH MpeseJbHEIX YCJ 
BHAX BpHimysHa, pemiaeTca, HCXO1A M3 3r0 pemleHH, C NOMOM[bIO MeTofa BOSMYMeHHH, 1B 
MpewesbHEX ycnoBuAx ExHseHa. TlonyueHHble pemeHHA Haxofslllvecd B O4eHb Xopoul 
corslacHH Cc HeKOTOPHIMH, HeflocpeycTBeHHO BBIYHCJICHHHIMH pelleHHAMH EHseHa, Met 
Toccnepa un Poga. 


UBER DIE MOGLICHKEIT EINER ABANDERUNG 
| UND WEITERENTWICKLUNG DES EOTVOS’SCHEN 
VERSUCHES DER GEDREHTEN WAAGE 

Von 
| P. SELENYI 
| INSTITUT FUR EXPERIMENTALPHISYK DER UNIVERSITAT, BLDAPEST 


(Eingegangen: 21. III. 1950.) 


Verfasser schlagt vor, bei dem bekannten Eétvés’schen Versuch die gleichmissige Drehung 
| der Waage mit einer hin- und herpendelnden Bewegung zu ersetzen, d. h. die Waage, oder vor- 
| teilhafter nur den Balken allein. gemiiss Abb. 1. auf einem Torsionsdraht aufzuhangen. Wird der 
| Balken in der Nord-Siid Richtung eingestellt, so werden — Resonanz vorausgesetzt — nicht 
| Bur durch die Torsionsschwingungen die Balkenschwingungen erregt (Eétvés-Effekt), sondern 
| auch umgekehrt, und der aufgehangte Waagebalken, aufgestellt am Aequator (s. Abb. 2.), benimmt 
sich genau so, wie ein Foucault’sches Pendel am Erdpol. Wird als Null-Lage die Ost-West Richtung 
| gewahlt, so darf keine Wirkung der Coriolis’schen Krifte sich zeigen. Ein solcher Gegenversuch 
| ist weder mit dem Foucault’schen Pendel, noch mit der Anordnung von Eétvés méglich. 


1. Es ist wohl allgemein bekannt, in welcher Weise Eétvés in seiner 
‘letzten Arbeit [1. 2.] experimentell die Schwereanderung nachwies, die ein auf 
der Erdoberflache in dstlicher oder westlicher Richtung bewegter Kérper 
“infelge dieser Bewegung erleidet. 
| Er liess einen an beiden Enden belasteten Waagebalken um eine dem 
_Schwerpunkt nahe gelegte lotrechte Achse rotieren. Die beiden Massen bewegen 
Sich dabei abwechselnd in dstlicher und westlicher Richtung ; die von der 
| Erdrotation herrithrende Zentrifugalkraft nimmt dabei zu und ab, und die 
hierdurch bewirkten periodischen Schwerednderungen bringen den Waage- 
balken in Schwingung. — Wird die Umdrehungszeit gleich der Schwingungs- 
dauer der Waage gewahlt, so werden die Schwingungen des Waagebalkens 
durch Resonanz verstarkt und erreichen einen Endwert der Amplitude, 
der gross genug ist, um sowohl unmittelbar leicht beobachtet wie durch 
Spiegel und Lichtzeiger auch einer grésseren Horerschaft vorgefihrt zu 
werden. 

Eétvés selbst wurde durch Krankheit und Tod verhindert am Weiter- 
fithren seiner Arbeit. Wohl fand diese in der Fachliteratur bald Eingang [3. 4.], 
von einer Wiederholung oder weiteren Ausgestaltung derselben ist jedoch 
nichts bekannt geworden. 

Im folgenden versuchen wir zu zeigen, wie man dieses klassische 
Experiment von Eétvés abandern und auch inhaltlich weiterentwickeln kann. 


2. Wir denken den Waagebalken vermittels des Lagers der Mittelschneide 
auf einen Torsionsdraht aufgehangt, oder noch vorteilhafter, zwischen zwei 


ae 
hi 
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ausgespannten Drahten befestigt, wie dies auf der schematischen Abb. 1. dar- 
gestellt ist, so, dass der Balken um die Drahtachse, in einer horizontalen Ebene 
Torsionsschwingungen ausfihren kann, 
Eine solche horizontale hin- und herpendelnde 
Bewegung des Waagebalkens kann selbstverstandlich 
auch so verwirklicht werden, dass man die Anord- 
nung von Eétvés beibehaltend, dem ganzen Drehgestell 
samt der Waage eine solche Bewegung erteilt. 
Praktisch lasst sich dies sogar leichter verwirklichen 
als die Torsionsaufhangung des Balkens, man verliert — 
= oy aber dabei die Méglichkeit,die im Punkte 6. — 
behandelten Erscheinungen beobachten zu kénnen. 
Durch entsprechende Wahl des Drahtes sorgen 
wir dafiir, dass die Dauer der Torsionsschwingungen — 
mit der des Waagebalkens iiberemstimme, und wir 
fahren mit dieser Anordnung folgende Versuche aus: 


Abb. 1. a) Wir stellen die Ruhelage des Waagebalkens 
Want: in die Meridianebene ein. Bringen wir ihn nun — z. B. 


durch Hin- und Zuriickdrehen des Torsionskopfes 

— in Horizontalschwingungen von geniigender, etwa von 45° Amplitude, 
so spielt sich hier der gleiche Vorgang ab, wie bei dem Versuch von Eétvés : 
die an den Balkenenden befestigten Massen bewegen sich abwechselnd in 
éstlicher und westlicher Richtung, und die hierdurch verursachten periodischen 
Schwereadnderungen bringen den Balken in Schwingungen um die 
Schneide. 
b) Wir versetzen die Ruhelage des Balkens durch Verdrebung des Tor- 
sionskopfes um 90°, in die Richtung Ost—West. Wird jetzt die Verrichtung 
in Torsionsschwingungen gebracht, so diirfen die (vertikalen) Balkenschwin- 
gungen nicht zustande kommen, da ja die Massenpunkte des Balkens sich jetzt 
— im grossen und ganzen — in siidlicher und nérdlicher Richtung bewegen, 
und dadurch keine Schwerednderung in obigem Sinne hervorgerufen wird. 
Dieser zweiter Versuch kann somit zur Kontrolle des ersten dienen 3 
namlich zur Entscheidung dessen, ob der beobachtete Effekt: die Anfachung 
der Balkenschwingungen durch die Torsionalschwingungen, tatsachlich von | 
den, in obigem Sinne definierten Schwereanderurfgen yverursacht wird. 


3. Wir wollen diese rein qualitativen Uberlegungen noch mit einer 
quantitativen Beschreibung der zu erwartenden Erscheinungen erganzen, | 
wobei wir uns unmittelbar den Ausfihrungen von Esétvés anschliessen und des | 
Zusammenhanges wegen auch die Theorie seines Versuches in méglichst kurzer | 
und vereinfachter Form wiederholen. | 

Wird das Koordinatensystem so gewahlt, dass die Achsen X, Y, Z, 


der Reihe nach mit den Himmelsrichtungen Nord, Ost und lotrecht nach unten 


i 
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zgusammenfallen, dann betragt die Anderung der Schwerebeschleunigung, 
die ein nach Osten oder nach Westen bewegter Kérper infolge der Anderung 
‘der Zentrifugalkraft erleidet. 


d 
Ag=— 2209, (1) 


Pay 
wo Q = 86164 = 0,000073 die Drehungsgeschwindigkeit der Erde und 


die geographische Breite des Beobachtungsortes bedeutet. 

Einfachheitshalber bestehe unser Waagebalken aus einem gewicht- 
losen Stab von 2] Lange und die an beiden Enden angebrachten Massen m,— 
=m,=m sollen als Massenpunkte betrachtet werden. Der Schwerpunkt des 
Ganzen liege um die Strecke s unterhalb der Schneide, dann ist die (doppelte) 
Schwingungsdauer des (dampfungsfreien) Balkens gleich 


2 2 2 
Tn / a aia 27 / : Ede (2) 
2mgs gs a) 


wobei w die Kreisfrequenz der Schwingungen bezeichnet. 

Wird diese Vorrichtung um eine vertikale Achse mit der Winkelge- 
schwindigkeit ’ gedreht und bezeichnet a= w't den Winkel, den der Balken 
mit der X-Achse einschliesst, so ist fiir die beiden Massenpunkte : 


¥, =lsino't Ee et 
: > dt 

dy, (3) 
¥_=lsin(w't+ a), fered Whos OF 


also das auf den Balken wirkende periodische Drehungsmoment 

F = (4mPQq'cos ¢) cos w't = A cosw't (4) 
Wird jetzt w’ = gewahlt, so tritt Resonanz ein und der Ausschlag nahert 
sich einem Endwerte, der sich mit geniigender Annaherung wie folgt darstellen 
ldsst (1. c. S. 746) : 
erie (5) 

2akK 

“wo K=2ml? das Tragheitsmoment, k=4Ind/T die Dampfungskonstante 
| und 9 das Verhaltniss zweier aufeinander folgenden Ausschlage bedeutet. 
Setzen wir hier aus Gl. (4) den Wert von A ein, so erhalten wir 


| 2Qeosp TQcosp 

a m 6 
, Amex = —k  2In . “i 
-welcher Ausdruck mit geniigender Annaherung mit der Gl. (4) in der Arbeit 
on Eétvds iibereinstimmt, da hier § adm=K,=2ml? ist und T’,=T gesetzt 
erden darf. 


A max 
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In den Versuchen von Eétvés war T=20 bis 30, also ira Mittel 25 Sekun-— 
den, und der Lichtzeiger des gedrehten und schwingenden Balkens beschrieb 
auf einem Schirm in 5 Meter Entfernung Kreise von ungefahr 1 Meter Durch- 
messer. Hieraus, sowie aus =47-5° ergeben sich die annadhernden Werte: 


A,,,,=0-05, k=10-3 und 8=1,006 


4, Wir kehren nun zu unserem unter a) vorgeschlagenen Versuche 
zurick, wo der Balken um seine nérdlich-siidliche Ruhelage in Torsionalschwin- — 
gungen ‘gesetzt wird. Bezeichnet a den momentanen Ausschlagsswinkel, so ist 
auch jetzt y=Isin a, anstatt a= wt haben wir aber — die Bedingung, dass 
fir t=0 auch a=0 sei, festhaltend — zu setzen: 


a = asin ot, (7) 

wo a die Amplitude der horizontalen Schwingungen bezeichnet, und somit : 
y = [sin (asin ot) (8) 

Fir Werte von a<7/4 kénnen wir innerhalb einer Feblergrenze von etwa 2% 


setzen : 
sin a = a—a3/6, also 


a3 ; 
y =lasin or — 6 sin? or , oder, da 


1 
aoe ER bahar 
sin? wt = 4 sin wt 4 sin 3wt 
I ( =| din 
y= la rod sin wt + ry hina wt (9) 
Noe “4 repo 
und 7, = wa 1-3 cos wt + lo | cos 34. (10) 


Hiernach besteht die mit dy/dt proportionale Schwereanderung aus zwei Gliedern. 
Das erste Glied ist von der Kreisfrequenz w, wie im Falle der gleichmassigen 
Drehung, unterscheidet sich aber von dem, fiir diesem Fall giiltigen Werte 
vou dy/dt=Iw cos wt durch den Faktor a(1—a®/8); das zweite Glied besitzt 
die Kreisfrequenz 3m und den Zahlenfaktor a*/8. Diese Faktoren haben bei 
verschiedener Grésse von a die in der Tabelle I. zusammengestellten Werte : 


Tabelle I. 
a a (i—a?/8) a8 
2/4 | 0,725 0,061 
2/8 0,385 0,008 
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Wie hieraus ersichtlich, ist das erste Glied 0,7-mal bzw. 0,4-mal kleiner 
— bei einer Amplitude von 45° resp. 22,5° — als im Falle der gleichmassigen 
Jrehung, bewirkt also unter gleichen Verhdltnissen wie beim Versuch von 
tétvés einen Ausschlag des Lichtzeigers gleich 0,7 bzw. 0,4 Meter; die Wir- 
cung des zweiten Gliedes dagegen ist ganzlich zu vernachlassigen, schon infolge 
einer Kleinheit und noch mehr infolge der scharfen Resonanz.1 

5. Der unter 6) erwahnte Versuch ist quantitativ ebenso leicht zu 
xehandeln. Die Ruhelage ist jetzt die ost-westliche Richtung. Bezeichnen 
vir mit 6 den momentanen Ausschlagwinkel, so ist fir den am Balkenende 
yefindlichen Massenpunkt 


| y= lcos Bf = I cos(b cos at) (11) 


mit 6 den gréssten Ausschlagwinkel bezeichnend, wo der Balken im Zeit- 
punkte t=0 verweilt. 
) Mit der gleichen Annéherung, wie oben kénnen wir setzen: 


cos B=1—?/2, also 


be 
FH di—ie cost ot } und 


d 1 
= = Iwb? cos wt sin wt = 2 lob? sin 2at. (12) 


In diesem Falle hat also die die Balkenschwingungen bewirkende Kraft — wie 
Vorauszusehen war — die doppelte Frequenz der Torsions-Schwingungen ; 
sie bleibt daher — infolge ihrer Kleinheit und eher noch infolge der scharfen 
Resonanz — unwirksam. Daher kénnte dieser Versuch — wie schon oben 
bemerkt — zur Kontrolle des ersten dienen, und dies diirfte als ein Vorteil 
gegeniiber der EHétvés’schen Anordnung angesehen werden, wo ein solcher 
Gegenversuch nicht méglich war.? 

6. Wir haben uns bisher in der Erklarung der zu erwartenden Erschei- 
nungen strikt an den Gedankengang von Eétvés gehalten. — Es ist aber klar, 
dass der von ihm benutzte Ausdruck »Schwerednderung« zu eng gefasst 
und nur durch die bekannte Entstehungsgeschichte seiner Arbeit zu erklaren 
ist. Auf den gedrehten Balken, wie auf jeden relativ zur Erde bewegten Kér- 
per wirken nach bekannten Satzen der Mechanik im allgemeinem die Coriolis- 
schen Krafte, von denen die hier behandelten »Schwerednderungen« nur eine 
Komponente darstellen. Man iiberzeugt sich leicht, dass z. B. auf die zwei 
Massen des gedrehten Balkens auch noch ein, ebenfalls periodisches, horizon- 
7 1 Wie scharf hier die Resonanz ist, ist aus den folgenden Angaben ersichtlicht : Aus 
oF 1,006 ergibt sich fiir den Fall vollkommener Resonanz ein Multiplikationsfaktor gleich 

; dieser vermindert sich auf 450 bezw. auf 50 bei einer Verstimmung um 1 Promill 
ad um 1 Prozent. Demzufolge ist die Wiederholung des Eétvés’ schen Versuches keine 
beichte Aufgabe. 


2 Die Anordnung selbst ist hierzu sehr wohl geeignet, da man dem Drehgestell der 
Vaage in einfacher Weise eine periodische Hin- und Herdrehung erteilen kénnte. 
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tales Kraftepaar F’= (4ml* Qw sin ysin £) cos @t wirkt, wo ¢ den Aussc 
winkel des Balkens bedeutet. 

In den Versuchen von Eétvés blieb dieses Drehmoment infolge 
Kleinheit des Winkels ¢ unwirksam, prinzipiell ist aber die Theorie des Eétvés’ 
schen Versuches (auch in der von weil. Prof. I. Fréhlich in der zitierten ungari- 
schen Veréffentlichung gegebenen ausfiihrlichen Darstellung) nur fiir di 
Gegend des Aquators, fir p= 0, richtig. 

Aber auch hier tritt noch eine Komplikation auf. Sobald namlich der 
Balken in Schwingung kommt, rufen die vertikal nach oben oder nach unten 


© 


Kz 


Ab. 2. Abb. 3. 

Coriolis’sche Ki afie am Aquator. Verti- Das benutze Koordinatensystem 

kale Geschwindigkeiten (v=) der Massen 

m,, mz rufen horizontale Coriolis’sche 

Krafte (Py) hervor und umgekehrt. ’ 
gerichteten Geschwindigkeiten der beiden Massen horizontal gerichtete Coriolis- 
sche Krafte bzw. ein solches Kraftepaar hervor, wie auf Abb. 2. dargestellt. 
Wird der Balken durch ein Uhrwerk od. dgl. zwangsweise in gleichmassiger 
Drehung gehalten, so wird dieses ausserst schwache Drehmoment von dem 
betreffenden Mechanismus aufgenommen. Ist aber der Balken — wie in der 
von uns vorgeschlagenen Anordnung — auf einen Torsionsdraht aufgehingt, 
so gerat der Balken unter der Wirkung dieses Kraftepaars in Torsionsschwin- 
gungen von allma&hlich zunehmender Schwingungsweite — und vice versa: 
d.h. durch die Coriolis’schen Krafte wird eine Koppelung zwischen den beiden 
Schwingungsarten hergestellt und das gleiche gilt —- mutatis mutandis —_ 
fiir jedes schwingungsfahige System mit zwei Freiheitsgraden. 

Es ist ein Leichtes, die Bewegungsgleichungen unserer Anordaiill 

aufzuschreiben. Einfachheitshalber sollen die Dampfungskrafte vernachlassigt 
werden; der Beobachtungsort soll am Aquator liegen, und die Orientierung — 
des Koordinatensystems sei die frihere. Die Ruhelage des Balkens sei hori- 


zontal und liege in der Meridianebene ; es sei 8 sein momentaner Azimut und 
B 
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sein momentaner Neigungs- oder Ausschlagwinkel. Dann sind die Koordina- 
’n des Balkenendpunktes m laut Abb. 3. 


x=I cos € cos B 


y=lcosesin B 


z=lsine, oder B unde als sehr klein 
orausgesetzt : 

; c—T 
| y—1p' (13) 
' z=Te | 
1 line Bewegung in der Richtung der Z-Achse erzeugt eine Coriolis” sche Kraft 
| ds 
Pe 20Qm— 3 
lie Bewegung entlang der X-Achse eine Kraft (14) 
P,= — 20m . 


omit lauten die Bewegungsgleichungen fiir die Torsionsschwingungen, bzw. 
‘ir die Balkenschwingungen : 
2ml? aiid + 2ml?Q eS + DB = 0 | 
di? dt 


| 


| 
| 
| 
| 


(15) 


emp Homa 4.2 0 

mP 7, — 2m dt mgse = 
wo D die Direktionskraft des Torsionsdrahtes und s, wie oben, den Schwer- 
»unktsabstand der Schneide bezeichnet. Fiihren wir hier die Werte von x und y 
tus (13) ein, wahlen wir zum Zwecke der Resonanz 2mgs = D und setzen wir 


D __ 2mgs 
‘2m aml? 
so nehmen die Gl. (15) die Form an: 
d?B de 
de +20 +m? p— 0 | 
de dp 
ae —225 — ei oz = 0 
Es sind dies die wohlbekannten feceennte gekoppelter Schwin- 
gungen. Wird 2 <<w vorausgesetzt und wird fiir t = 0 ¢ = 0 vorgeschrieben. 
dann Jautet die Lésung bekanntlich : 


B= asin cot cos 2t | 


2 
wm 


(16) 


(17) 


’ 
é 


6 


&= asin wt sin Qt f. 
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Es ist fast iiberflissig, den Inhalt dieser Gleichungen auch noch in Wo 
auszudriicken : Beide Schwingungen behalten ihre Grundfrequenz , sie we 
den aber mit der Frequenz 2 moduliert und zwar so, dass die Maxima der 
einen Schwingung mit den Minima der anderen zusammenfallen, was zur 
Folge hat, dass die Energie des Systems zwischen den beiden Freiheitsgraden 
hin und: her pendelt. 

Wir wollen die Sache noch von einer anderen Seite her beleuchten. Fiihren 
wir an Stelle von f und « die rechtwinkligen Koordinaten des Balkenendpmaaay 
y und z ein, so haben wir an an von (16) die Gleichungen : 


# +20 + oty et | 
(16a) 


— 202 dy + wz — 0 
dt nm 


und ihre Lésung lautet : 
(17a 


z= lasinowtsin 2t 


¥y = lasinwt cos ait 


Wie ersichtlich, haben wir es hier mit einer vollstandigen Analogie eines in de} 
Gegend des Erdpols schwingenden Foucaultschen Pendels zu tun: die Diffe 
rentialgleichungen (16a) sind identisch mit denen eines solchen Pendels voi 
der Kreisfrequenz w, und im Sinne der Gleichungen (17a) beschreibt der End 
punkt unseres Waagebalkens ebenso, wie die Spitze des Foucaultschen Pendel:| 
in der mit dem Aquator parellelen XY-Ebene die bekannte Prazessionshe| 
wegung mit der Winkelgeschwindigkeit 2 der Erddrehung. 

Aus dieser Analogie folgt, dass unsere Vorrichtung und — mutati| 
mutandis — ein jedes schwingungsfahige System mit zwei Freiheitgrade| 
sich in einer beliebigen Gegend der Erde in ahnlicher Weise verhalten wir¢) 
nur wird die Prazessionsbewegung unter dem Breitengrad g mit der Drel_ 
geschwindigkeit 2 cos p erfolgen, wird also Null sein gerade auf den Pole: 
wo das Foucaultsche Pendel die volle Erddrehgeschwindigkeit anzeigt. ; 

7. Wir méchten noch einiges sagen tiber die Art und Weise, wie die hi 
beschriebenen Versuche zu verwirklichen sind. Die Ausfiihrung der im Punkte : 
erwahnten Versuche a) und 6) diirfte auf keine besonderen Schwierigkeit« 
stossen. Wird fiir eine reibungsfreie Lagerung des Torsionskopfes gesorg 
so wird es wohl ohne weiteres méglich sein, durch einfaches Hin-und Herdreh« 
desselben mit freier Hand die Vorrichtung in Horizontalschwingungen : 
versetzen, ohne gleichzeitig dem Balken stérende (vertikale) Anstésse zu erteile 
Der umgekehrte Vorgang: den Balken in vertikale Schwingungen zu bringe 
ohne gleichzeitig der Vorrichtung horizontale Drehimpulse zu erteilen, : 
eine schwierigere Aufgabe. Vielleicht kann man dies durch elektrostatisc 
oder elektrodynamische Krafte bewerkstelligen, die man zwischen den Balk 
und Teilen der entsprechend ausgestalteten Aufhangevorrichtung periodis 
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wirken lasst, wobei man zur Erregung und zur Entdampfung der Schwingun- 
gen vielleicht die Methoden der photoelektrischen Riickkoppelung[5] mit Vor- 
teil anwenden kénnte. Doch es wiirde zu weit fiihren, wollten wir uns hieriiber 
in Einzelheiten einlassen. 

Statt dessen sei es mir erlaubt zu erwahnen, dass die hier mitgeteilten 
Uberlegungen zum Teil noch aus den Jahret 1920—1921 herriihren, also schon 
30 Jahre alt sind. Seither, bis vor kurzem, ununterbrochen auf dem Gebiete 
der industriellen Forschung und Produktion tatig, hatte der Verfasser keine 
Gelegenheit, diese rein wissenschaftlichen Versuche auszufiihren, doch hofft 
er, dies in dem jetzt in Umbau befindlichen Eétvés’schen Institut mit Unter- 

i: der Ung. Akademie d. Wiss. in nicht allzu ferner Zeit tun zu kénnen. 
# 


Bemerkung wahrend der Drucklegung 


Inzwischen an dem Originalapparat von Eétvés angestellte Messungen 
ergaben bei T = 21,5 Sek. 9 = 1,033. Man berechnet daraus fiir den 
Multiplikationsfaktor die folgenden Werte: 


Bei genauer Resonanz 100 
Bei einer Verstimmung um ein Promill 98 
« « « « ein Prozent 45 


Die Verhaltnisse sind also vielmal giinstiger, wie im Text angegeben. 
10. Nov. 1950. 
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| OB OJHOM BO3MO)KHOCTH MOQHO®HKALIYH HW YCOBEPLIEHCTBOBAHHA 
¥ SKCIEPHMEHTA BPALJAIOWIMXCA BECOB STBELIA 


(Ilenenbu IT.) 


(Pestome) 


) ABTOp >KeJaeT MOJHPHUHPOBATh OOWeHsBecTHbI 9KCMepHMeHT IJTBeula JoKasblBalwulHA 
HaMeHeHHe B Bece JBHralOUlHxcA Ha NOBepXHOCTH 3eMJIH Tel, 3aMeHAA paBHOMepHoe BpaljeHue 
UiTaTHBa BecoB Ha BpallleHHe Tyfa Hu OOpaTHo. Ecau BpallleHHe NpoHcxofUT No HampaBseHHIO 
‘ceBep-lr, TO KOpOMBICIO BXOAHT B KoJIeOaHHe BOKpyr cBoei rpaHH (apbexT SrBema), a ecu 
| BpallleHue mpo:cxoqHT no HanpaBeHHIO BOCTOK-3anaf, TO TaKOH speKkT He HaGmo,aetcA. 
' Ecnm, mponyctuB witatTuB, BewaTb KOpoMbIcsIO No ero ocHoBaHHW (Puc. 1.), BbIOpaTh Bpema 
KPYTHIBHLIX KoNeOaHHi paBHBIM BpeMeHH KOJIeOaHH KOpOMBICa, H BCTABHTb KOPOMHIC]IO B 
MepHjlMaH, To NomyyaeTca coBepuleHHoe Nofobue ManTHHKa PyKo. KoeGbalmleecn KOpOMBICIo 
BuMAHHeEM cH Kopuosuca fenaet usBecTHoe mpeleccHoHHoe ABH>KeHHe, HO B NpOTHBO- 
“MOJ0>KHOCTh MasATHHKY ®yKO, yruioBaA cKOpocTb MpeweccHH paBHa HyJO Ha Mosiocax, H 
‘Aocturaet cBoero HafOobuero 3HayeHHA (2 86, 164 cex.) Ha 9KBaTope. 
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UBER DIE STORUNGEN IN BANDENSPEKTREN 


Von 
A. BUDO und I. KOVACS 
SPEKTROSKOPISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Eingegangen: 18. IV. 1950.) 


Das Problem der Stérungen in Bandenspektren von zweiatomigen Molekiilen wird nach 
einem einheitlichen Gesichtspunkt, mit Beriicksichtigung der Bahn-Spin Wechselwirkung der 
Elektronen behandelt. Dadurch kénnen auch Stérungen zwischen Termen von verschiedener 
Multiplizitat gedeutet werden. Die Theorie wird auf die noch nicht untersuchten Stérungsarten 
s7T—11T, 8J7—- 2, *JI—* TT* und *J/—*]7* angewandt. 


I. Mit den Stérungen, die in der Rotationsstruktur der Spektren von 
zweiatomigen Molekiilen auftreten, beschaftigen sich mehrere Arbeiten sowohl 
in theoretischer wie in experimenteller Hinsicht[1]. Da aber verschiedene még- 
liche Arten von Stérungen bisher noch nicht behandelt wurden, bzw. ihre 
Behandlung nicht ganz zutreffend erscheint[2], wollen wir in dieser Arbeit 
einen kurzen Uberblick iiber die Stérungen geben und anschliessend einige 
noch nicht untersuchte Stérungsarten betrachten. 

Das Auftreten von Rotationsstérungen erklart man bekanntlich dadurch, 
dass man nach der mit vereinfachten Annahmen gewonnenen Lésung der 
Wellengleichung gewisse, bei der Lésung zunachst vernachlassigte Glieder 
nach den Methoden der Stérungsrechnung beriicksichtigt. Benutzt man als 
Ausgangspunkt das dem Hundschen Fall a entsprechende Modell, so ist eine 
Naherungslésung der Wellengleichung in der Produktform 


yp = ®Ru (1) 
zu erhalten [3], [4]. Dabei sind @ bzw. u die Lésungen der Wellengleichung 
[H,—Vr)] ® = 0 (2) 


des Zweizentrensystems bzw. der Wellengleichung des symmetrischen Krei- 
sels; die zugehérigen Eigenwerte V(r) bzw. V,,,(r) hangen von dem Kern- 
abstand r ab. R ist die Lésung der Schwingungsgleichung der Kerne ; in dieser 
Gleichung spielt die Rolle der potentiellen Energie die Funktion 


V(r) + Vix (r) + H(r); (3) 


wo H (r) den iiber die Elektronenbewegung genommenen Mittelwert de 
Glieder bedeutet, die bei der Separation der gesamten Wellengleichung des 
Molekiils weggelassen wurden. Es ist bekanntlich 
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2 


vcd (r) = 822 wr? [J (J +1) Ti Q}. 


Indem man nun fir V(r)+HA(r) (also in Wesentlichen far Vir)) 
eine »glatte« Funktion wahlt, die den iwblichen Potentialkurven von 
| Molekeln entspricht, erhalt man aus der Schwingungsgleichung die Eigenwerte 
| Wo, die zugleich die Eigenwerte der ganzen Wellengleichung sind und die in 
| bekannter Weise von den Quantenzahlen v, J, 2 abhangen[5]. 

Die den vernachlassigten Gliedern entsprechenden, mit den LEigen- 
funktionen ® Ru berechneten Matrixelemente sind vom Typ 4 J=0, 4 M=0, 

4 Q=0, +1 [6]. Das gilt ohne besondere Voraussetzungen fiir die Funktion ©. 
Da aber die Elektronenterme meist nach der Quantenzahl A bezeichnet und 
geordnet werden, ferner wegen gewisser Vereinfachungen in den Matrixele- 
menten ist es. zweckmissig, diese nicht nur nach 4 2, sondern ausfihrlicher, 
nach der Anderung der zwei Quantenzahlen A und Y (oder A und Q; Q= 
A+) m charakterisieren. Dies ist streng nur unter der Annahme durchfihr- 
bar, dass A, Y und S (das die Multiplizitat der Terme bestimmt) gute Quanten- 
zahlen sind, d. h. dass sich die Funktion ® als antisymmetrische Linearkombi- 
nation aus Produkten von Orts- und Spineigenfunktionen darstellen asst, 
aus denen man einen gemeinsamen Faktor e!4? herausheben kann. In diesem 
Falle ergibt sich fiir die von Null verschiedenen Matrixelemente, wenn wir 
: die Gesamtheit der Elektronenquantenzahlen mit n bezeichnen? : 


H(nv,A , 23 n,v,A,2+1)=+1B[ J(J +1)—Q(Q +))]*[S(S+1)—2(L+1)]”* (4) 
"H(n0, A, Zsn',p':A 41,2) = 2BL,)(n,0, Asn'o’, A £1) JJ +1)—2(2-41)]"* (6) 
H(n,v,A,23n',v’,A41, 2F1)= 
= F12(BL,)(n,v, A 3 n’,v’, A +1) [S(S41)—2 (2+1)]* 
RH(n,v, A,X 3n'.v' A, 2) = C (hier n Zn’) (7) 
_ Diese sind alle diagonal in J, M und S, sie kénnen dementsprechend Zustande 
. von verschiedener Multiplizitat nicht verbinden. Die Ausdriicke (BL,) und C 
sind von J praktisch unabhangig. Die in allen Quantenzahlen diagonalen Ele- 
mente der Stérungsmatrix sind, wie schon erwahnt, in der Potentialfunktion 
(3) beriicksichtigt. Es ist aber manchmal zweckmissig, ein aus ihnen herriihren- 
des Glied B [S (S+1)—Z?] mit der Rotationsenergie zusammengefasst in der 
Diagonale gesondert aufzuschreiben ; dieser Ausdruck lautet : 
B [J(J+1)—2?+S(S +1)—2?] (8) 
Die erwahnte Form der Funktion ® und der oben angegebenen Matrix- 
elemente ist nur dann streng giltig, wenn man jede Wechselwirkung, die 
von den Spins herriihren, im Hamiltonschen Operator der Gl. (2) vernach- 
1. c. [6] Glen 28), (29), (13). 


2 B bedeutet in (4) die (von v abhingige) Rotationskonstante, dagegen in (5) und 
(6) die Abkiirzung fiir h?/8*ur?; Ly ist die y-Komponente des Bahnimpulsmomentes des Molekiils. 


| 


i; 
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lassigt (natirlich mit Ausnahme derjenigen Kopplung der Spins, die sich in — 
der Antisymmetrie der Kigenfunktionen offenbart). Die genaue Form dieser 
Wechselwirkungen ist bei dem Mehrelektronenproblem nicht endgiiltig fest- 
gelegt, da eine exakte relativistische Formulierung des Mehrkérperproblems 
noch nicht gegeben wurde. Jedenfalls treten in H, Bahn-Spin Kopplungs- 
glieder 


2a, (, ay (9) 


auf [7], wo die a,-s von den Koordinaten der Elektronen und, wie bei Molekiilen 


anzunehmen ist, auch vom Kernabstand abhangen. Von den gemischten Glie- 
— 
dern (J; s;) uud von weiteren Gliedern sieht man gewéhnlich ab. Die Spin- 


Spin Wechselwirkung ist meist viel kleiner als (9); wir lassen sie ausser acht. 


Es seien die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Gl. (2), ohne Beriick- 
sichtigung der Spinwechselwirkungen, V,(r) und ®).1 Der Operator (9) kann 


als Stérung in H, betrachtet werden. Es ist mit Hilfe der bekannten Eigen- 
oe 
schaften der Operatoren 1, s und der Higenfunktionen ®, leicht zu beweisen, 


dass die Matrixelemente von (9) Paare von Elektronenzustanden verbinden, 
fir welche 42 =0,.44 =0, +1, 7S=0, +1 sind; die Multiplizitat 


der Zustande kann also auch verschieden sein. 


Infolge der Bahn-Spin Wechselwirkung werden die Eigenwerte V,(r) 
und Eigenfunktionen ®, auf V(r) bzw. auf ® verandert. Die Funktionen 
V(r) bestimmen (nach dem unter der Gl. (2) Gesagten) die einzelnen Schwin- 
gungsniveaus und die Werte der Rotationskonstanten B der betreffenden Elek- 
tronenzustande, kénnen aber auf die J(J+1) Abhangigkeit der Rotationsterme 
unmittelbar keinen Einfluss haben. Anders verhalt es sich mit den Higen- 
funktionen ©, die, wie man gleich sehen wird, fir die Rotationsstérungen 
von Bedeutung sind. | 


Stérungen der Rotationstermfolgen kénnen auftreten, wenn gewisse 
Schwingungsrotationsniveaus fiir denselben J-Wert in unmittelbare Nihe 
kommen (natiirlich ohne Beriicksichtigung ihrer Wechselwirkungen) ; als- 
dann zeigen die Termwerte in der Umgebung dieser Stelle als Funktion von J 
einen unregelmassigen Verlauf. In dieser Arbeit werden nur diese Stérungen 
im engeren Sinne behandelt. (Sind die erwahnten ungestérten Niveaus weiter 
voneinander entfernt, dann ist zwar auch eine gegenseitige Beeinflussung | 
vorhanden, die sich aber regelmissig mit J ‘indert und so bewirkt sie einer- 
seits, dass die Termkonstanten von ihren »wahren« Werten etwas verschie- 
dene »effektive« Werte haben; andererseits, in bestimmten Fallen, dussert 


1Die Bestimmung der Potentialkurven Vo (r) und der Eigenfunktionen ®, ist der 
Gegenstand der verschiedenen Aufbauprinzipien fiir Molekeln. (Vgl. z. B. den Artikel von 
F. Hund in Geiger—Scheel, Hdb. d. Phys. Bd. XXIV. 1., 649, 1933.) 1 
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ich diese Beemflussung in der bekannten A - Verdoppelung, die ebenfalls 
egelmassig von J abhangt.) 

| Man kann voraussetzen, dass auf einmal nur zwei Multiplett-Terme 
[a gleichem J-Werte nahe zueinander kommen. In diesem Sinne sprechen 
vir z. B. von einer *//—?/]* Stérung. Dann muss man ein Sakularproblem lésen 
ind der Einfluss der weiteren, ferner liegenden Terme.kann nachher mit der 
jtérungsrechnung von nichtentarteten Systemen beriicksichtigt werden. Da 
iber der Einfluss der letzteren Terme klein ist, ausserdem mit J regelmassig 
yerlauft, braucht man diesen letzten Schritt nicht immer auszufihren. 

Die Matrixelemente des Sakularproblems sind nach dem Obigen nicht 
mmittelbar durch die Gleichungen (4)—(7) gegeben, da diese mit den Funk- 
lionen ®,Ru und nicht mit ®Ru berechnet wurden. Fiir das Weitere kann man 
swei Falle unterscheiden : 

1. Sind die Matrixelemente von Ja; ids eiikiein gegen die Abstande 
der entsprechenden (ungestérten) Potentialkurven V,(r) des Zweizentrensys- 
tems, dann sind die Eigenwertstérung eines Terms A, £ in erster Naherung 
> 
der Mittelwert von J2a,(I; s;), der sich in der Form A(r)AZ schreiben lasst.1 
A(r) bestimmt die Multiplettaufspaltung eines anfanglich entarteten Elektronen- 
zustandes mit festem A und verschiedenen Werten von 2. In der Kernschwin- 
gungsgleichung steht daher als potentielle Energie die Funktion V(r) = V,(r) + 
A(r)AX; das letzte Glied kann als kleine Stérung behandelt werden, somit 
haben die Diagonalelemente der Sakulardeterminante die Form (vgl. die Gl. (8)) :. 


W,+AAZ +B J(J+1)—2? +S(S +1)—x?], (10) 


wobei A iiber die Kernschwingung genommenen Mittelwert von A(r) bedeutet. 
Die Eigenfunktion eines Termes (A, 2) ist infolge der erwahnten Eigen- 
‘schaft des Operators (9) eine Linearkombination aus Eigenfunktionen von 
Termen (A,Q), (A+1, Q),. die auch verschiedene Multiplizitat haben k6énnen. 


So ist z. B. 
P(°IIp) = 0 o(*IIo) + yi Po?) +y2 Po? Zo) + yi Polo) (11) 
ae V4 Di(3Z5 ) =F ys® o(31Tp) = eos 


Die nicht aufgeschriebenen Glieder beziehen sich auf die tibrigen a aR. 
i ,-+-+-. Terme. Unter den Koeffizienten hat z. B. y, die Bedeutung : 


\ 
| 


y 


; _ $90 C20) Fa, (Is,) ® (®1I) dt (12) 
V1 V, WAS Vo (x4) 


: 1 Dieser Wert ist zugleich der Mittelwert des Operators AL 8), da nach der Voraus- 
‘setzung A und FY gute Quantenzahlen bedeuten. Daher findet man in der Literatur die Bahn- 


‘fe 3. eo oe oft in der Form AL S), das ist aber bei héheren Naherungen unzulissig. 
) 


} . Van Vleck. Phys. Rev. 40, 544, 1932., S. 558 
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Nach der Voraussetzung sind die 7;-s klein gegen 1, wahrend c in erster Niahe- 
rung gleich 1 gesetzt werden kann. Die gesuchten Matrixelemente H;, setzen 
sich dann wegen Hj, = | (®Ru);H(®Ru), dc’ aus den Elementen Hy, 
von (4) bis (7) linear zusammen, z. B. : 

HCH Gs 1,) = yall C29 sn) pees a) eee (13) 

H’ (ly I, = HCly3°Il,) + yi HCE o3 Il) +--+ (14) 
(Die y;,-s sind naherungsweise die Mittelwerte von y; iiber die Kernschwingung.) 
Glieder zweiter Ordnung in y, sind in jedem Falle zu vernachlassigen, in Ele- 
menten vom Typ (14) kénnen wir auch die Glieder mit y, fortlassen. 

2. Kommen zwei oder mehrere von der Kurven V,(r) solcher Elektro- 
nenzustande, zwischen denen es Matrixelemente des Operators (9) gibt, ein- 
ander sehr nahe, dann ergeben sich die Potentialkurven V(r) aus der Lésung 
eines Sakularproblems, so dass die Termkomponenten eines Multipletts (ohne 
Beriicksichtigung der Rotationsstérung) nicht die einfache Form (10) annehmen. 
Die Eigenfunktionen ® haben zwar auch in diesem Falle die Form (11), aber 
mit anderer Bedeutung der Koeffizienten, insbesondere kénnen ¢ und einige 
unter den 4,-s ungefahr gleiche Betrage haben. Da in diesem Falle die Quanten- 
zahlen A, Y und S ihre Bedeutung verlieren und nur die Summe A+ = Q 
definiert ist (Hundscher Fall c), kénnen die stérenden Terme (oder einer von 
ihnen) nicht mit z. B. 3/7, UT usw. bezeichnet werden. Wenn wir jedoch annehmen, 
dass dies in bestimmten Fallen naherungsweise erlaubt ist und die Matrixele- 
mente H;, berechnen, dann sind in diesen die im Fall 1. [unter (14)] erwahnten 
Vereinfachungen nicht zulassig. Die J-Abhangigkeit der entsprechenden Ma- 
trixelemente ist aber dieselbe wie im Falle 1., da fur diese Abhangigkeit nach 
den Gl.-n (4)—(7) nur die Anderung von 2 massgebend ist. 

Die mit der Rotationsstérung verknipfte Sakulardeterminante kann 
in jedem Falle in ein Produkt von zwei Determinanten zerlegt werden. Man kann 
namlich, wenn man statt der Gesamteigenfunktionen y(A, Y) und y(—A, —J) 
eines im Ausgangssystem entarteten Termes [A|,| 2 | die Eigenfunktionen 
yp =2-—h[y(A, 2) + y(—4,—2)] zugrunde legt, die Terme in zwei Klassen 
einordnen, die beziiglich der Spiegelung samtlicher Teilchen am Koordinaten- 
ursprung bei gleichem J entgegensetzte Symmetrie (+ und —) aufweisen 
und zwischen denen es keine Matrixelemente gibt (da die erwahnte Spiegelung 
die bei der Separation der Wellengleichung vernachlassigten Glieder invariant 
lasst). Wir geben im folgenden die Matrixelemente in diesem + bzw. — Term- 
system an; Elemente, die in den zwei Systemen verschieden sind, werden 
mit der Uberschrift + bezeichnet. Diese Elemente bewirken, dass die ent- 
sprechenden Wurzeln der zwei Sakulargleichungen ein wenig verschieden 
sind, was sich in der Feinavfspaltung (A-Verdoppelung bei JJ-Termen) offenbart 
Bei der expliziten Angabe der Matrixelemente wird von den zwei oben 
erwahnten Fallen der Fall 1. angenommen, die Resultate sollen aber, wie aus 
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dem Spateren hervorgeht, mit einigen Anderungen auch fir den Fall 2. giiltig 


| sein. Wenn die stérenden Terme verschiedene Multiplizitat haben, kann man 


gréssere Stérungen gerade im Fall 2. erwarten, da dann nach dem oben Gesag- 


| ten die Matrixelemente gréssere Betrage annehmen kénnen. 


II. Einige Arten von Rotationsstérungen, die bisher untersucht worden 


| sind, kénnen auch ohne Beriicksichtigung der Bahn-Spin Wechselwirkung (9) 


gedeutet werden[8]. Die Stérungen zwischen Termen von verschiedener Multi- 
plizitat kann man aber nur mit dieser Wechselwirkung erklaren [9], ausserdem 
zeigt es sich, dass diese auch bei den Stérungen zwischen Termen von gleicher 
Multiplizitat eine Rolle spielt [10]'. Wir werden in der Folge die Stérungsarten 


| 3771], 8]7 1X, *J]—*J]*, 97] J1* untersuchen [12], [13], die bisher unter den 


oben auseinandergesetzten Gesichtspunkten noch nicht behandelt wurden [2]. 
377—]7 Stérungen. In beiden Sakulardeterminanten kommen die Zu- 
stande °/7,, ®/7,, *J7) und 4/7, vor, die zur Abkiirzung der Reihe nach mit den 
Zahlen 1 bis 4 bezeichnet seien. Dann sind die Matrixelemente : 
W,= B[J(J+1)—3] +4; = BIJ(J+}) +1); 
W,= Bi[J(J +1) 41] —4; Y= + BJ (J+)—1) 


H,, = iBV/2(J—1)(J+2) ; H, = iBV2I(J+1); His=0 
Hy,=— ia, V (J — 1)(J +2) Hy =V 2 04,3 Hy = ia3y VI(J +1). 


Da die strenge Lésung des Sakularproblems (d. h. die Lésung einer 
Gleichung vierten Grades) zu uniibersichtlichen Formeln fiihren wiirde, trans- 
formieren wir zuerst die obige Matrix H mit einer unitaren Matrix S nach der 


Formel S*HS, so dass der *JJ-Anteil von H Diagonalform habe : 


(15) 


Wi 0 0 Hy, | 
0 W; 0 Hi, | (16) 
0 0 W’, ad 
1 Paarend : vecarynnny een, 


_W,,W;,Ws sind die Energiewerte der *J7-Komponenten im allgemeinen 


intermediaren Hundschen Kopplungsfall a—b [14] Wi, = W, und 
Hig = Si: Hig + $2; Hey + $5: Hy (t= 1, 2, 3)? (17) 
1 Infolge der Bahn-Spin Wechselwirkung sind kleine Stérungen auch in der Umgebung 
der Uberkreuzungsstellen von z. B. *Z},, — 3y7+, zu erwarten. Diese sogenannten Neben- 


stérungen sind in der Tat beobachtet worden, vgl. auch [11]. 


A c + Pr . 
2 Da Hy, in den zwei Determinanten verschieden ist (x : y sind die Hj,-s auch 


’ verschieden, doch lassen wir die + Zeichen fort. 


7 
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Die Elemente S,, der Transformationsmatrix sind an anderer Stelle angegeben 
worden! [15]. 

Wie schon erwahnt, interessiert uns nur fiir die J-Abhangigkeit der Ener- 
gien in der Umgebung der Uberkreuzungsstellen von ungestérten Niveaus W’. 
Wenn z. B. W; und Wj, einander kreuzen, liegt an dieser Stelle eine Entartung 
(bzw. Fast-Entartung) vor. Dementsprechend bringen wir den betreffenden 
Teil der Matrix in Diagonalform. Die gestérten Energiewerte sind dann in erster 
Naherung : 


W;; = 5 (W; +Wy) +2 343 W% =} (W; +h; )—-Ax (18) 
Lois WAR carcshurytel’ 
mit. As a p(n a= | He | - 


{An der Uberkreuzungsstelle von W, und Wy bzw. von W, und W, sind 
anstatt der Index 3 die Indizes 1, bzw. 2 zu setzen.) 


Eine bessere Naherung kann man z. B. dadurch erhalten, dass man 
den Einfluss der Niveaus W, und W, nach der Stérungsrechnung beriick- 
sichtigt. Somit ergibt sich an Stelle von (18): 


aaa | T. | Ty; Hy, 2 ver | T | Tu Hy, a 
WS WS + py + wy se Wi + pe Wi—W; 
mit (18’) 


inal =i] Ja Lay |:itai- ee | ae 
Li | £0 


Hier sei es bemerkt, dass in dem friher erwahnten Fall 2. formal das 
gleiche Verfahren angewandt werden kann, nur stehen in diesem Falle in den 
Elementen W,, W,, W3, Hy., H23 von (15) an Stelle von A, B Konstanten, 
die im Allgemeinen in jedem dieser Elemente verschieden sind. Dies bedeutet 
natirlich. dass die Formeln noch unibersichtlicher werden. Wenn jedoch die 
Termwerte W,;, W,, W; der *JI-Komponenten (von der Umgebung der 
Stérungsstellen abgesehen) von den entsprechenden theoretischen Formeln fiir 
den allgemeinen intermedidren Fall nicht sehr abweichen, kann man erwarten, 
dass die abgeleiteten Formela (18) bzw. (18’) in der Umgebung der Stérungs- 
stellen angendhert giiltig,sind. Entsprechendes gilt fiir die weiter unten be- 
trachteten Stérungsarten *J/—1Y usw. 


1 A. Budé, 1. c. [15], s. Gl. (6). Den Elementen S,,, S,., S., der vorliegenden Arbeit 
entsprechen dort (wegen der abweichenden Definition von S) der Reihe nach S33, Sg, S32, 
und umgekehrt. Den hier gewahlten Phasen der Matrixelemente H,,, H,;, entsprechend, sollen 
die 5S, der vorliegenden Arbeit die folgenden Phasenfaktoren haben : 


Sirs Sig: —15 Sy2, Sgi, Ss2, Sggi +13 Serr See: 13 Sggz —i. 


en 
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Die im allgemeinen intermediaren Fall ?JZ(a)—*/I(b) giiltigen Formeln 

| (18) bzw. (18’) vereinfachen sich wesentlich fiir die Hundschen Grenzfalle 

/a und b. 

| Im Fall a sind in den Gl.-en (17) S,, = 1, S,; = 0, wodurch die Matrix- 

-elemente H;, und W, in den endspresitediien Ausdriicken H;, und W, in der 
Gl. (15) iibergehen (mit H,, = H,, = 0). 

| Im idealen Fall 6b, in dem man A = 0 setzt, sind bekanntlich: 


W, =BT-HY T+) WY = BLT) = BIH); a9 
| W', =hy +B*( (J -41)—1] 


und die Matrixelemente H;, in (27) berechnen sich zu (von den hier unnétigen 
Phasen abgesehen) : 


a J(F+2) Looe Ved, 
Ai, Vg ft [o, (J+) Fale Hy, -| son 2 
(J—1 \(J+1) 
: 2(2J +1) J 


Die Konstanten o,, 02,1 sind mit den a4, @4, 34 in(15) durch die Beziehungen 
Or = M4 +54, oy = Ayg—M1gg, T= 2(0yg+0q4) verkniipft. 

3]]—1’ Stérungen. Hier erhalten wir in beiden Fallen (12*, oder 157 
Term) je eine vierreihige und eine dreireihige Determinante. Fiir die Stérung 
ist die erstere massgebend, die den ! Term enthalt und deren Elemente von 
: den Gl.-en (15) wiedergegeben werden, mit dem Unterschied : 


W,= hy + B* J(J+1); Hye 0; 
Hy =ipyV J(J+1); Hy=—V2 By, 


wobei B* die Rotationskonstante des 15 Termes bedeutet. 


Mit dem gleichen Verfahren wie bei der *JJ—1Y Stérung, erhalt man 
im allgemeinen intermediaren Fall von °/J fiir die gestérten Energiewerte die 
Ausdriicke (18) bzw. (18’). 

Im Falle *JI(a) vereinfachen sich die in diesen Formeln vorkommenden 
'Matrixelemente W,’ und Hi, zu W, und H,, in den Gl.-en (15) bzw. (21). 
‘Da dann H,, = 0 ist, wird die Komponente *J/, nicht gestért. 

Im Falle *JI(b) sind W,, W,, W;, bzw. W4, aus den Gl.-en (19) bzw. 

(21) zu entnehmen, wahrend die Matrixelemente sind : 


J(J+1)—t | 


H's, a [o Es T] (20) 


(21) 


~ ell Fe 
Hy, =a 2J+1 [Bes J — B34] 3 r) Hy = = Bog + Bagg; ’ 


ah (22) 
J— 
(Pry (es [Bos (J +1) + B54] 
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2J7—*/1* Stérungen. Wenn die Zustande *//;),, */7,, und *JI*:,,, y, der 
Reihe nach mit den Zahlen J bis 4 bezeichnet werden, sind die witiicctenball E 
W,=3$A +B[J(J+1)— i]; = —34A + BLJ(J+)) +1]; 
W, = hv + 5 A*+ Bt [J (J+1)— 4]; W,=ho—} A*+ B*[J(J4+1) 44] 
Hy = iBV(J—3) (J+); Wis = C3 Hy = nV (I —) (F+D 
Hy, = iB* V(J—)) (J +9) 3 Hos = C3 Hs =— irs VI—D (THD 


Wir transformieren diese Matrix so, dass die beiden 2/7 — Teilmatrizes die 


Diagonalform annehmen : 


Wy de] BO Hy; Hui ., 

0 W, Hi, Hs (24) 
Hy Hy Ws; \ 
Ay, Hy, 0 W, i 


Hier sind. die W;, die Energiewerte in dem allgemeinen intermediaren Fall 
a—b [16]: : 
Wi2= Bly +p 14 WV VO HATH: 


(25) | 
Wi. b+ BUH —1 SIV —48) 44 | 
Die Elemente der Transformationsmatrix S berechnen sich zu: 
Si = 182. = — eA > Sp = — 18) = eat e (26) 


, 


mit u = V¥(Y—4) +4(J+9)? 


Entsprechende Ausdriicke gelten fiir die Elemente S33, S34, S43, S44, mut) 
steht in diesen der Kopplungsparameter Y* statt Y; die iibrigen Elemente 
sind Null. Die Gréssen H;, setzen sich aus den S,;, und H,, auf folgende Weise 


zusammen : 
Hi, = Sii(HisSx +H gS) +82; (A258. t+HopSy) (i=1,2 5 k = 3,4). (27 


Die gestérten Energiewerte W”’ sind dann in der Umgebung der Uberkreuzungs| 
stellen der einzelnen Komponenten in erster Naherung wieder durch di 


Gleichungen 
, W; oe 
Wi, = pm +mys | (SS) + [an | ((=1,2;h=3,4). (24 


gegeben. Eine bessere Naherung erhalt man vollkommen analog wie in i 
Gl.-en (18°). 
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Spezielle Falle. Die Energiewerte W’ eines ?/I(a) Termes geben die Gl.-en 
(23), die eines */I(b) Termes die Gl.-en (25) mit Y = 0 baw. Y* = 0 wieder, 
wahrend die Matrixelemente die folgende Zusammenstellung enthilt : 
2771 (a)—*/7*(a) Stérung : 
H, =H, — vgl. (23). 


: 


277(b)\—*]T*(a) Stérung : 


| 
eV chen Dretaae oes C7454 
| a © 27 +5 | + 23 (J +2)]3 Hos = 2 (7-4) ral —3)] a 
| 1 ie +3 1 F | —3 " 
Le ns (114) [C+7u(J —2)| ; Ha = 9 (Ff (lJ +9) 
271(b)—217*(b) Stérung : 
ae (J—») (J +3), 
| 13 =C + (Yu + 23) 2(J +3) ; 
| : 
| As (ci RS Gira ng eee 
| H,, = — aa VG-HUTHs 
: 1-3 (30) 
, Y23(J +3) —VidJ —3) |/ oe 
Ay = 2(J +3) (J—3)(J +3); 
| J—)U+i 
| Hy, = C—(¥14 +723) poe Ae , 


2(J +3) 
3]]3]]* Stérungen. Die Elemente W,, W2, W3, Hj2, H23, Hiz3, baw. 
W,, Ws, We. Has, Hs6, Hag des JT baw. des */1* Zustandes sind aus den Gl.-en 
(15) zu entnehmen. (Die Konstanten der letzteren sind A*, B* und in den 
Diagonalelementen steht noch das Glied hv.) Die itbrigen, die zwei 377 Zustande 
verbindenden Matrixelemente sind : 


| Hy= Has = Hy5 =C 5 Hy; = 16) 5V2(J— 1) (J+2); | 
| Hy,=i8,,4/2 (J—1) (J +2) Hos = idee 2ST +1) | (31) 


| Ay; = —i6;;V 2J(J +1) 
| wobei C und die 6-s reelle Konstanten bedeuten. 

Mit dem bei der 2/7 —2/7* Stérung geschilderten Verfahren erhalt man 
als Ergebnis : die Termwerte werden in der Umgebung der insgesamt 9 Uber- 
kreuzungsstellen in erster Naherung wieder durch die Gl.-en (28) mit 
i=1,2,3, k= 4,5, 6 dargestellt. W,..., We sind die 377 - Energiewerte 
im allgemeinen intermediaren Fall; es ist ferner : 

Hi, = Sj; (His Sa + His Ssu) + S2i (Hos Sau + Hes Ss + Hy5 Sex) (32) 
=a S3; (Hs Ss + Hse Sex) (i= 1, 2,354 =4, 5, 6) 


4 


5 
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[Die S,,, bedeuten die Elemente der zu */7] Termen gehdrigen, unter (17) er- 
wahnten Transformations-Matrizes.] Die Formeln fiir eine bessere Naherung 
sind ahnlich wie die Gl.-en (18’), z. B. im Falle der Uberkreuzung der Niveaus 
3 und 4 gilt: 

Hy, |? | j 
—W, W,—W, 


We = 7 +|T.? [Bs 
(33) 


, 
\2 
A; | 


} 12 ee 
+1 Es (tt iF pie) 


mit den in den Gl.-en (18’) gegebenen Werten von | T,,| und 


Wir geben noch die expliziten Ausdriicke von Hj, in speziellen Fallen 
wieder : 
3/7 (a) — JT (a) Stérung : 
Hi, = Hi, vgl. (31) 


u 


37] (a) —3]7 (b) Stérung : 


vem [ota Lberwenh 

ee : ee 1 [C+ 4-0 +0(J +1)| 

mo ama crt) 
itt ieee esr e+ 5,000 +9—te +0 | | 
a= PEP [emu 

Hops shee 5 C+ oJ 


ty = jag=up coms 


ny — 2 E C—6;; 


——— EEL E————————EE————— 


q a 
H3, = 
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3]1(b)—11*(b) Stérung : 


\ JS 2) 
ia C Tey +1IT+1) [ (1s + 52s) —1) + (25 + 535) +1) J; 
i. b If 342 
pie=— 741 2J +1 [415 (J—1) + 624(J —1)(J +2) 
— 62 J (J +1) 4+ 635(J +))] ; 
,_ V(I=-1(F +2) 
ry, no J 1) — Seah J t 2) — 826 J + 935 (J +1)]; 
| {See 


+ $25 (J +1) —463;J(J +1)]; 
: (35) 
H,;=C + 77H) | (515 + 524)(J —1)(J + 2) — (855 + 435) J(J +1) J; 


an 


een 
Bees) pc (2s F142) + 8,,(F $2) 4 2, I+ bn T+ D] 


V(J—1(F +2) 
2J +1 


[— 915 (J + 2) + 524 (J—1) + 426 (J +1) — 455 J] 


im laf s—1 
Hos =5 |f Spy [Bas (T+2) — bn4(T— T+ 2) + bag J T+) + O55 JI 


(JJ—IJ +) 


ee 2s +1)J 


[ (81s + des +2) + (825 +534) J). | 


Uber einige Anwendungen der hier erhaltenen Ergebnisse vgl. die unten 
zitierten Arbeiter [17], [13]. 
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BOCCMYLUEHHA B MOJIOCATbIX CNEKTPAX 
(A. Bygzo un WH. Kosay) 


(Pestome) 


PaccMaTpHBaWtca C efHOH TeopeTHYecKOl TOUKH 3peHHA MpoOeMbI BOSMYMeHHH BCTpe- 
4aBOIHXCA B NoocaTHX cneKTpaX ABYXaTOMHBIX MOJIEKYJ, NpH4¥eM HMeIOTCA B BHAY MarHuT- 
He B3aHMOfeHcTBHA Me>KY MeXaHH¥eCKHMH H CIHHOBBIMH MOMeHTaMH OT/eCJIbHEIX 9JIEKTpO- 
HoB. C noMolbW0 aToro elaeTcA BOSMO>KHEIM H HCTOJIKOBaHHe BOSMYMIeHHH Me xKAY TepMaMH 
pasJHYHOH KpatHoctH. Teopua Gbina mpHMeHeHa K BOSMYMIeHHAM, JO CHX Nop He uccsef0- 
BaHHEIM. 


'BER DIE BERECHNUNG DER ROTATIONSKONSTANTEN 
TON ZWEIATOMIGEN MOLEKULTERMEN AUF GRUND 
VON STORUNGSDATEN IP 


: Von 
I. KOVACS 
‘ SPEKTROSKOPISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


| (Eingegangen: 18. IV. 1950.) 


| Das eine von den drei Verfahren, die zur Berechnung der Konstanten von stérenden 
"folekiiltermen friiher angegeben wurden, wird auf alle Stérungen (Singulett-: und Triplett- 
|)torungen) ausgedehnt, die in Verbindung mit Singulett-Ubergangen praktisch -vorkommen 
boa Die Methode beruht auf der Beobachtung von mindenstens zwei tiberzahligen 
_-inienpaaren an der Stérungsstelle und fiihrt zu unmittelbar anwendbaren Formeln, 


| 1. Bekanntlich treten in Molekiilspektren manchmal Abweichungen 
von dem regelmassigen Verlauf der Bandenlinien auf; diese Erscheinung wird 
Als Stérung bezeichnet. Theoretische Untersuchungen haben gezeigt, dass die 
Stérungen von der quantenmechanischen Wechselwirkung von zwei ver- 
schiedenen Rotationstermfolgen herriithren, bzw. gedeutet werden kénnen. 
Die eine dieser Termfolgen, die an dem zur Bande gehérigen Ubergang teil- 
‘oimmt, wird als gestérter, die andere — von der die Stérung »verursacht« 
‘wird — als stérender Term bezeichnet. Da auf die Existenz der stérenden 
Terme meistens nur aus der Beobachtung der Stérung geschlossen werden kann 
(a. h. es gibt meistens keinen Ubergang von diesen Termen, der zu einer 
beobachtbaren Bande fiihrte), ist es erwiinscht, Verfahren auszuarbeiten, die 
die Bestimmung der Konstanten des stérenden Termes auf Grund der Stérungs- 
daten erméglichen. Derartige Verfahren sind schon bekanvt, haben aber meis- 
‘tens den Nachteil, dass sie einerseits die Kenntnis der Elemente der Stérungs- 
matrix, anderseits den ungestérten Verlauf des gestérten Termes in der Um- 
gebung der Stérungsstelle voraussetzen. Es ist nun méglich, ein Verfahren 
anzugeben, das die erwahnten Nachteile nicht besitzt und immer anwendbar 
ist, wenn an der Stérungsstelle mindestens zwei iiberzahlige Linienpaare zur 
Beobachtung kommen. Dieses Verfahren ist bisher nur fiir eine 1J7—1¥ Bande 
ausgearbeitet worden, wo der 4J/ Zustand von einem 12 Terme gestért wird[1]. 
Das experimentelle Material [2], [3], [4], macht es erwiinscht, das erwahnte 
Verfahren auf alle praktisch vorkommenden Ubergange und Stérungen 
‘auszudehnen, die mit Singulett-Termen verkniipfi sind. 

Die Beobachtung von iiberzahligen Linienpaaren ist fiir die Berechnung 
der Konstanten von stérenden Termen ausserordentlich wichtig. Man kann 


i 1 Artikel I der Serie 1. c. [I]. 


f 
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q 
P F mee 0 7a a 
namlich im Falle von genigend vielen Linienpaaren die erwahnten Konstanten 
mit einer Genauigkeit berechnen, die bei den Bestimmungen aus Ubergingen — 


2. Wie bekannt, lasst die Stérung den arithmetischen Mittelwert der — 


| 
: 
| 
' 
’ | 
zu erreichen ist. | 
. A ° = Y 

ungestérten Terme unverdndert, also z. B. im Falle von zwei einander stéren- 
| 


den Singulett-Termen | 
1(W,+W,) =} (We+Wm), (1) 


wo W,, W, die voneinander gestérten [1], WwW und w? die ungestérten Term-_ 


C>0 


Schwin a ’ 
niveau’ s bs a Schwing 


niveau 


werte bedeuten.t Auf dieser Beziehung griindet sich das folgende verallge- 
meinerte »Mittelwertverfahren«. Um den Gedankengang der Rechnung zu illu- 
strieren, nehmen wir zundchst keine Spezialisierung der Terme vor und 
betrachten z. B. den Fall, in dem die Stérungim Q- Zweig vorkommt. Bezeichnet 
ws ) den am Ubergang teilnehmenden anderen Zustand, der zu der Rotations- 
quantenzahl J gehért, dann sind die gestérten Termwerte W,(J) und W,(J) 
in der Umgebung der Stérungsstelle mit Hilfe des tiberzahligen Linienpaares. 
[Q (J), Q’(J)] folgendermassen darzustellen : 


W (J) = WJ) —signC. Q(J) (2) 
WJ) = WJ) —signC. Q’(J) 


wo C den Abstand der Schwingungsniveaus (ohne Rotation) der zwei Terme 
bedeutet, die im betrachteten Ubergang eine Rolle spielen. In (2) kommt nur 


1Es ist g der »gestérte«, s der »stérende« Zustand. 
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as Vorzeichen von C vor; wir rechnen C pozitiv, bzw. negativ, wenn der 
rlauterung vgl. Fig.) Aus (1) und (2) folgt 


2 W%J) — sign C. [Q(J) + Q (J)] = WJ) + WS) (3) 


lie Substraktion der fiir J—1 giiltigen entsprechenden Gleichung und Divi- 
-on durch 2J ergibt: 


se toga 


0 0 sila! ery 0 ree as 1 0 
7 [¥(J) — W(J—))] = J [WJ) — (J — 1) oy [W(J) — 


isthe. cantina tae 
—___— 


il 
=W,(J—1)] — sign C. ete am ee) 
etzen wir 
| es) B. [J(J+1)—Al]; W2 (J) =C,+ B, [J (J+1)—22] ; \ 
WJ) = C+ Bi J (J+1)— AY] J 
1s: vom Typ DJ? (J+1)? usw. lassen wir fort), dann folgt aus (4) fir 
lie gesuchte Rotationskonstante B, — B(Q) des stérenden Termes : 


(5) 


3, (Q) = 2B—B, — sign C. 1 (QW) ty OS) Os = 1)] (6) 


Jnter Benutzung von (3), (5), (6) ergibt sich fiir die andere gesuchte Konstante 


Fc: 
HQ) =2(C— 4B) + APB, + APB, (Q) + sen C9 —1) (QU) + 


| , , I 

+ YN —J+N [QU+)+QU4 DI (2) 
Wenn die Stérung in den P- und R- Zweigen auftritt, erhalt man auf 
Jem gleichen Wege die Formeln : 
‘m Falle Cc>0 


ae(P) = 2B — B— a [P(J) +P’ (J) 4R(J) +R (J) — 
ie) = PJ =1) RR (J-=1) — RF (J—D)] 


(8) 


| 
| 


Ge (P) = 2(C + B(l —A*)]+A,B, +A; B, (P)+ — {O—0 [P(J)+ 


FPS) +R) +R(J)] —(J +1) [P—)) + P'(J—1) + R(J—-I) +R’ i} (9) 
a; im Falle C<0 
a oe 8 — B+, =, (PU +1) +P(J+1)+RU —1) +R(J—1)— 

_ A) — Py) RJ —2) RI —2) (10) 


sstérte Term der untere, bzw. der obere Zustand des Uberganges ist. (Zur . 
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CP) = 21C+ BO 29) +428, +42 B(P)— | JP +0) + 


+ P(F+1) +R) + RJ) (J +1)[PU) +P) +RI—2) +2} (11) : 


In Fallen, in denen kein Q- Zweig auftritt (12—12’ Ubergange), sind die 
Ausdriicke B,(Q) und C,(Q) natirlich sinnlos. 

3. Wie Erfahrungen! und theoretische Untersuchungen zeigen [5], [6], kén- 
nen Singulett-Terme auch von Triplett-Termen gestért werden. Die Konstanten 


des stérenden Triplett-Termes sind nicht unmittelbar durch die Gl.-en (6)—_ 
(11) gegeben, sie kénnen aber nach einem 4hnlichen Verfahren berechnet | 
werden. Einheitliche Ausdriicke, wie im obigen Singulett-Falle, sind wegen | 
der Verschiedenheit der ?X und 3/7 Termformeln nicht anzugeben ; man muss — 


den Fall von 3X und °// Termstérungen gesondert betrachten. 
33’ - Stérung. Wir setzen voraus, dass ein Singulett-Term (aus dem ein 
Ubergang zu irgend einem anderen Singulett-Terme zustande kommt) ven einem 


3y Terme gestért wird. Im Falle der Genauigkeitsgrenzen, die bei der Berech- _ 
nung der Konstanten des stérenden Termes in Betracht kommen, kénnen | 


wir meistens von der Feinaufspaltung des *X’ Termes (die von der Spin-Spin- 

Kopplung und Rotation-Spin-Kopplung herrihrt [7]) absehen und so die Term- 
werte folgendermassen darstellen : 

Wes (J) = Cyt Bi(J+I(J+2)3 We (4) = Cy + By J(I+1) 5) 

WS (J) = Cay + Bry (J—I)J 


Mit diesen Formeln ergibt sich einerseits, dass fiir die Konstanten die 


Gl.-en (6)—(11) giilng sind, wenn diese Konstanten aus der Stérung der mitt- 


leren Komponente W£, (J) (d. h. K=J) berechnet werden; anderseits, wenn | 


die Stérung von den tibrigen zwei Komponenten (K=J-+1) verursacht wird, 


erhalt man — je nachdem die Stérung im Q-Zweige, bzw. in den P und R-Zweigen 


vorliegt — die folgenden Ausdriicke : 


Bils(0), 22s BY Ober Gah AC (0) SAO) aemnn edi SO 
J+1 (13) 
Bsy(Q) = ai BQ); Cy = C(Q)+B(Q)J fir K=J—1 | - | 
B.3(P) = —"— B}(P); Gy = C3(P)—Bi(P) J fir K=J-41 
yan (14). 
Bsx(P) = 7 BYP )s .. Gz HG P)LBHP) J; fir Kea Jt | 


die Abkiirzungen B,(Q), C,(Q), B,'(P), C,(P) sind aus (6)—(11) zu entneh- | 


men; das obere bzw. untere Vorzeichen gilt, je nachdem der gestérte Term 
der untere bzw. der obere Zustand des Uberganges ist. 


1S, Literatur [2], [3], [4]. 


j (22) 
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8]7- Stérung. Die Feinaufspaltung der *JJ- Terme ist wegen der ver- 
“dltnismassig grossen Bahn-Spin-Kopplung (mit der Kopplungskonstante A, 
4 ‘nw. Y= A/Bs77) nicht zu vernachlassigen ; dementsprechend sind die Term- 
verte im allgemeinen intermedidren Kopplungsfall durch die folgenden, etwas 
yerwickelten Ausdriicke darstellbar[8]. 


Wo (JG + Bry [JJ+1)— 3, +2u-(J)]; | 
We (J)=Cay+ Boy (I(T +1) —5 +292(J)}s jf (15) 


WS, (J)=Csy7 + Bs y7[J(J +1) — 5 —2u(J)] 


u (J) = 719i) — v2(J)]3 u*(J) = 7 [eJ) + 9]. 


e(J) =) ¥(Y¥—4) +$ +4 +0); 
(16) 
2 Y(Y—1)— }—2(J+)) 


3 ¥(Y—4)+ $+4J(J+1) 


—_—. -—__——_—. 


P2(J) = 


Auf Grund dieser Formeln erhalten wir in dem Falle, wo die Stérung 
‘im Q-Zweige vorkomut : 


Ba (Q)= Fe FAQ); Gl) =6(0)— 

| — ry — u(J— \ iir ° 

“ae —gli+V Iw) — Vw —1)] | fae 

By Q= 7 = FAQs Gn(Q) =C(Q)— =: 
BQ) ist} +I—De)—J+VoT—0] | tae 7, 


Br(Q)=—— BQ); CapQ) = CQ) — 
s ees 


BO forme 1 Iyu(N+ I+ Du J—]| fie“ 


1 Bei den Bezeichnungen °J7, usw. wurde angenommen, dass es sich um einen 
rmalen (nicht verkehrten) *J7-Term handelt. 
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dabei sind 
_ u-(J)—v(J-}) | PJ) — (J —1) | u*(J)—u* J—1) ae 
Sy = J sp Sin 7 3 So= J 7 
Tritt die Stérung in den P- und R-Zweigen auf, dann gilt : 
1 
sie ae BRP); Cayg(P) = CF(P)— 
J al Sd k —l)u (J)— u (J— \ ir 
B.(P) Pe its,| 3 +(J—1)u (J)—(J+ lu (J Dy fir */7,, 
1 
fn) am, F BOP ye TCE) G (Rha 
pier day \ (19) 
B, (P) jp ersergal a +(V—)e{J)—(+ era fir */7,, 
1 
Bi (P)— 7g Be E> an ae. 
: f I = i + + | ~ § 
B; (P) Lormeaeg, | 3 —(J—1)u*(J)—(J + 1)u ga fir 3J7). 


Die obigen Formeln enthalten ausser den zu bestimmenden Konstanten 
Bs7;, Cs;, des stérenden Termes auch den Kopplungsparameter Y; diese 
drei unbekannten Gréssen kénnen aus den sechs Gl.-en (17) bzw. (19) mit 
Hilfe von Ausgleichungsrechnung ohne Schwierigkeit bestimmt werden [3], [4]. 
Die Gl.-en (17) und (19) vereinfachen sich wesentlich tm Hundschen 
Falle a. Wenn namlich Y»J, erhalten wir aus (17) und (19): 
Bs 7(Q) = B(Q); C»y7(Q) = C.(Q) — B(Q) (Y¥—2)\_ fiir SU7,, 
Bs 7(Q) = BQ); Co77(Q) = CQ) — 2B,Q) fir °7,, (20) 
Bs 7(Q) = B(Q); Cs77(Q) = €(Q) + BQ) (Y¥—2) _ fiir 874, 
Bs /(P) = B;(P); Cs)(P) = C(P)— B3(P) (Y—2) fir 3/7,, 
Ba 7(P) = B3(P); Cs,)(P) = C3 (P) —2B(P) fir */7,, (21) 
Bs 7(P) = B,(P); Cs,;,(P) = C, (P) + B2(P).(Y—2) fir 37. 


Ist der gestérte Zustand ein 12 Term, dieser wird — wie aus dem vor- 
angehenden Artikel hervorgeht[6]— von der Komponente 3/7, (a) nicht gestért : 
ia solchem Fall haben natiirlich die ersten Gl.-en von (20) und (21) keinen Sinn. 


we 


. 
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Im Hundschen Fall b, d. h. wenn Y« J, erhalten wir ebenfalls ein- 


} 
achere Ausdriicke, namlich : 


- 
BQ) B(Q)s GQ) = C10) — BLT +, 4] fr K=J-41, 


“Bs ,(Q) = BY Q) ; Co7(Q) = CQ) fiir K=J, | (22) 


| 


| J 
Bey(Q)— BAO): (Q = C(Q) + BAQL +5) fie K=JA1. 


L, 1 
|BoilP) Fy Be (P)s Cou(P)=C(P) BPI + fir K=J+1, 


Jel 


Bs (P) = B(P); C,)(P)=C.(P) fir K=J, + (23) 
a 
J 


[om 


: 1 
By(P); Coy(P)=C}(P)+B(P)J+5—> | fir K=J— 


| Praktische Anwendungen der hier abgeleiteten Methode findet man 


Bei der Deutung der Stérungen im Bariumoxydspektrum. [4] 
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OBOWEHHbIA CNOCOB OMPEQENEHMA MOCTOAHHbIX B MOJIEKYJIAPHBIX 
TEPMAX JAIOWMX BOSMYLIEHMA, HA OCHOBAHHH TAHHbIX BO3MYINWEHHA 


(HM. Koxay) 


(Pegiome) 


OgHH “3 TpeX paHbuie 3afaHHbIx TIpHeMoB, BbIYHCJIeCHHA MOCTOAHHBIX B MOJIEKY JAPHBIX 
TepMaxX falOWlHxX BOSMYIeHHA, MbIi pacnpoctTpaHyasIM Ha Bce Takue (CHHryJieTHble H TpHIieT- 
Hbie) BOSMYIeHHs, KOTOpble MpakTH¥YeCKH BcTpeyawTcaA ph CHHryJIeTHBIX Mepexofax. Haut 


MeTOA OCHOBAaH Ha HaOj0,eHHA m0 Kpalivei Mepe JBYX cBepXKOMIMJIeKTHEIX Map JMHH BOSH 
MeCTa BO3MYIIeCHHA, H MpHBOAHT K HenocpeACcTBeHHO TIpHMeHHHBIM tbopMysaM. 


LETTERS TO THE EDITOR 


SOME NOTES ON THE QUANTIZATION OF REAL FIELDS 
(Received: 28. IV. 1950.) 


According to the fundamental assumption of the first quantization 
(quantization of one particle) differential and matrix operators are corres- 
ponding to every physical quantity. We apply these to the state functions 
describing the examined corpuscle. If the corpuscle is in an eigenstate the 
eigenvalues obtained will give the momentary values of energy, momentum 
etc. for one particle. This method was succesful in case of electrons (fine struc- 
ture from Dirac equation), nucleons. (energy levels of the nucleus) and it is 
applicable also to the meson described by complex functions (Kemmer equation 
in dynamical form[1]). But one cannot determine the energy or momentum 
values of a single photon by this method. In general: the first quantization 
is inapplicable in case of real state functions (for instance electromagnetic 
potentials), as we shall see below. 

Let us examine the eigenvalue equation of a component of the momen- 
tum and orbital angular momentum : 


ul) ay = xy (1) 
L Ox 

h oy aa ae 9 
i [» Oz ‘ oy : @) 


(The eigenvalues , 4 are at any rate real.) If we should assume y as real, 
the left side of the equations would turn out to be imaginary and the right 
side to be a real expression, a result which is an absurdity. The case is similar 
with the other physical quantities. If we apply the dynamical equation 


to an eigenfunction belonging to a real E energy eigenvalue of the Hamiltonian 


H, we obtain the equation 
eg Sieby 
t ot 


Again y cannot be a real value, because that would lead to the same difficulty 
as above. : 
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We define the total angular momentum as h times the infinitesimal 
| i 


‘rotation operator in the y-field[2]. If one rotates the coordinate system around 
the axes x, %,, x, by angels %,, 4,, @, respectively, the wave function will 
be transformed into Y’ (4,,%,,4%,). Making use of this notation we may 
write the eigenvalue equation of the total angular momentum as follows: 


M,v =? (fe = hy (3) 
t \da Ja=o 

_ Here the angular momentum eigenvalue 4 and the angels a, being real the 

wave function y (and y’ at the same time) cannot be considered as a real 

one because of the reason mentioned above. The spin is the difference between 

_ the total and the orbital angular momentum. Subtracting (2) from (3) we get 

the result that the spin cannot have real eigenvalues either. 

From the above considerations we may see, that the physical quantities 
| in question have no real eigenfunctions. We will not assume, that a real field can 
| never be in an eigenstate (as for instance Dirac does[3]). One may save the 
situation by forming complex functions out of the real ones through contracting. 
Then the quantization of a single particle can be employed [4,5]. (The 
| appearance of complex functions does not mean the appearance of any 
electric charge [6], because the possibility of defining a current vector depends 
on the existence of the gauge invariance of first kind and this cannot be the 
case now [7].) 

If one refuses to contract the state functions, then in case of neutral 
fields we cannot make use of the first quantization, which, however, has been 
used successfully in case of charged corpuscles. It is only the second quantization, 
the quantization of the field that can be applied to real wave functions. This 
recognition supports the view of N. Kemmer[1]. In his opinion a corpuscle is 
described by a complex state function. {n case of electrically neutral entities des- 
eribed by real functions the field-aspect is primary. The quantization of the 
| field may certainly lead to quantization of energy and other quantities, but 
| nothing supports the assumption that such quanta could be localized or that 
| they would have any corpuscular nature whatsoever. This view is supported 
| by the fact, that neutral fields have not been observed as particles:' The photon 
: 


must be looked at as an oscillator distributed in the whole space rather than as 
a particle[9]. Nor can the energy carried by the »gravitation waves« be 
localized in space[10], nor is there any indication that the neutrino should 


: 1 Through its magnetic momentum the neutron is in direct interaction with the 
_ electromagnetic field. We may subject the electromagnetic potentials to a gauge transformation 
_ of second kind, but then we must apply a gauge transformation of first kind to the state 
_ function of the neutron, so that the equation describing the interaction should remain invariant[8}. 
By this one may see, that the state function of the neutron must necessarily be complex. — 
T thank my colleague P. Roman, for having called my attention to this fact. 
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be of more corpuscular character, than the photon. The same may be said | 
of the neutral mesons too. We must assume neutral mesons in view of of the | 
charge indepedence of nuclear torces[11], and indirect measurements give 
indications about the appearence of neutral mesons in energetic nuclear | 
collisions [12]. It is at present uncertain whether neutral mesons are waves” 
er corpuscles and theretore we do not know whether they should be 
described by real or complex wave functions. M. Moller wrote already in 
1939 that the neutra! meson field can also be considered as the superposition 
of oscillators to which quantum character is given only by the quantization 


of the field [13]. 


G. Marx 
Department of Theoretical Physics 
of the University in Budapest. 
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A NEW STATISTICAL THEORY OF ATOMIC 
NUCLEI 


By 
P. ROMAN 
DEPARTMENT FOR THEORETICAL PHYSICS, UNIVERSITY OF BUDAPEST, 


(Presented by K. Novobatzky. — Received 17. V. 1950.) 


Let us assume the internucleonic field of force to be a static, central, scalar meson field. 
We imagine the nucleons to move statistically distributed in this field. After getting an approxi- 
mate solution of the potential equation, we can calculate the binding energy of atomic nuclei. 
The energy expression thus obtained also automatically gives the surface-tension of the 
nuclei. The numerical results, — taking into account the Coulomb energy too, — agree 


surprisingly well with the experience. 


Majorana [1] was the first, who studied the statistical theory of atomic 
nuclei. The starting point of his theory is, that, assuming the nucleons inde- 
pendent of each other, the state-function of the whole nucleus can be fitted 
— in accordance with the Hartree approximation — as the product of the 
individual state-functions of the single nucleons. 

On the other hand, the latter ones are obtained by dividing the nucleus 
into small subspaces and assuming the nucleon state-function to be a plane wave 
in each subspace. The minimal wave length occurring in the subspace is deter- 
mined by the allowed maximal particle impulse, given by the Fermi-statistics, 
if we consider the nucleus as a highly degenerate Fermi-gas. 

Thereafter, fixing the force of interaction between the nucleons in some 
explicit form, we can form the quantum theoretical expectation value of the 
energy. So as to obtain the best results, the two constants of the law of force 
(essentially the width and depth of the potential valley) are considered as 
variational parameters. However, after performing the calculations, it turned 
out that the binding energies obtained cover only the fourth part of the observed 
values. Taking also the Coulomb repulsion and the surface tension of the nuclei 
into account, the result becomes even worse. The only possibility is to choose 
the constants of every nucleus in an ad hoc way, but these ad hoc values are 
highly improbable. Summing up, Bethe [2] states, that the statistical model 
is fully inadequate for calculating binding energies, and its only advantage 
is to give several qualitative hints. 
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In what follows we shall develop a statistical model of nuclei based on — 
an entirely different concept, which will be a so-called »non-quantum theoretical« _ 


picture of the atomic nucleus.! 


Let the field of force between the nucleons be a static and central scalar — 
meson field. Let us imagine, that the nucleons fill out the available space m | 
the nucleus in some »pulverized« way, similar to the electron distribution 


in the Thomas- Fermi theory of atoms. 


Under these assumptions the potential equation reads : 
AV — p?V = — 4x0 = 4ang  & 


where V is the potential, 9 the density of mesonic charge, nthe nucleon density 
itself, and g the mesonic charge attached to one nucleon, the sign of which 


being chosen — for the sake of convenience — to be negative, finally 
_ 22Mnc 

say te chap 
The nucleon density n may now be determined in, for instance, an analogue 
way to the Thomas—Fermi procedure, calculated from the highest allowed 
momentum. As n= aV*/z, we obtain, substituting this in the right side of 


, where M,, means the mesonic mass. 


(1) a differential equation for V.2 However, even an approximative solution | 


of this equation, which is of a still more complicated structure than the well 
known Thomas—Fermi equation, meets with so to say inevitable mathematical 
difficulties, considering also the very complicated boundary conditions (see 


below). Therefore, we have to simplify the problem by some suitable physical | 


argument. 


As a simplification of this kind we may make use of the well-known fact, 
that the density of »nuclear matter« is approximately constant for every nucleus. 


Further, the radius of the nucleus is proportional to the cube root of the atomic | 


number : 


R es 1A, (2) | 


therefore the nucleon density in the nucleus is : 


n= 4 hatin tie » (3) 


be 1 According to this picture we completely neglect the zero point kinetic energy of the 
nucleons. ; 

2 During the second revision of the printed manuscript, L. M. Yang (Edinburgh) 
kindly directed my attention to a paper of Ivanenko and Rodichev (Dokladi Akad. Nauk. 
SzSzSzR. 70. 605.) who used this method to calculate the ..magic numbers“ of nuclei. 


! 
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This experimental fact is the consequence of the saturated character of nuclear 
forces [3] and thus it is compatible with our meson field concept. 


Equ. (1) now becomes : 


AV — p?V = 38 ‘ (4) 


T° 


As we supposed only central forces, AV is in polar coordinates : 


eV 2 dV 
ss dr a + dr 
‘Further, introducing in place of V the new function 9, defined by 
pgp =TV (4a) 
| we obtain : 
# aie’ (5) 
Fa eer es 
o 


Naturally, this equation is only valid inside the nucleus, that is, in the 
| region r < R. Outside the nucleus the density is zero’, therefore in this region 
' the potential multiplied by r (which quantity we denote by W, to distinguish 
| it from ¢) will satisfy : 


| Bid woblie Seg gun (5a) 
| The general solution of (5) is : 
he T, ae eae ae" 2 beh". (6) 


The corresponding one of (5a) : 
w = ceM + de". (7) 


| The Meng boundary conditions serve to fix the four constants occurring 
(a, 6, c, d): 
1.) The potential has to vanish in infinity. This renders immediately : 
¢ = 0} (I) 
2.) Because of the central symmetry of the field, the force has to dis- 
appear at the center of the nucleus. With other words, the gradient of the 
potential has to vanish : 


hue @ 


1 This is not in contradiction to our statistical point of view, since in first approximation 
outside the nucleus V ~ e—/" , and so n — (e—#")*/s which is negligible. — 


i* 


- 
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Using (6) and (4a), we obtain : 


7 fur fr roe Peg 
re —e — = ‘= 

Md = a Te e r2 | ee : 
This is satisfied, if 
b= —a. (I), 
Thus (6) gives : 
p= — ear + 2a chur. (6a) | 
0 } 


3.) The potential changes continuously on the boundary of the nucleus: 
9(R) = YR), that is 


thy Bhs R + 2a shuR = de “*. (9) 


LN 


4.) The gradient of the potential also changes continuously on the boun-| 


OV) OV 
dary of the nucleus : _ = = , from which follows : 
; or JR or 
if les 1 eee 
— ge oR) + 2 9K) = — py IR) + HR) 


and that means, considering our previous boundary condition, | 


p(R) = ¥(R), 


that is 
— meee + 2ayn chuR = — dye ee (10) 
Ty eo | 
| 
Multiplying (9) by / and adding it to (10): : 
1 3g 1 1 | 
SS ee t+ — 
+ 2 rou? shuR + chyR [R Sie ). Gi 
Soe we obtain finally, substituting (III) into (6a) : 
meres | 1 shyur | 
seo Ue? (nid a 7a he ay 


and thus our main problem is already solved.t 


As an application, let us make use of our result to calculate the binding | 
energies of atomic nuclei. 


1 Note added in proof: A similar result may be found in Ddnzer, Einf. in die theor 
Kernphysik, 1949. 


12 
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The energy of the nucleus is evidently : 


i= Je [ oVdr, (12) 
| a i 
where the integral should be extended over the entire nucleus. Using again 
p instead of V and introducing instead of the density of mesonic charge the 
aucleon density itself, taking the latter from (3), we get step by step: 


gg! 1 ae teohiesh hy 
E= pen [ = ot) de = gr ik Bi aaeeace tes 
0 
ze 
| me tet! 
| ae 5p |re Clee (12a) 
6 
Performing the integration : 
R 1 
a= 
3g R° [e+ a 1 | 
Jew oa Tae? [ay * shuR 4 + LE GE F chuR mad ( . (13) 


0 
\Sitbseieating this into (12a) : 
| Pee: 
| | Le tiga tee 


3g? R: 3 
| eee sae Bei “ 
. 2u?r,3 | Too | oTo'2? sShuR + chuR RT Oe sal 
- 3g? f R? 3) rR _sheR 
| oS a pees Be erie gh are ag sbrerer 
chuR shuR 
| gage deme 7 J }}. (14) 


Noting, that even in the case of the lightest nuclei considered, sh “R= 
ch » R, and introducing, — for the sake of convenience, — the abbreviation 


__3g? 
_—_ 15 
c “227,23 @s) 
we obtain : 
Shieh ew et 0 Raney ee 16 
eb a \ T° “7 2 rote 2 7548 Sata ( 


Finally, using the atomic number instead of the nuclear radius : 


3 
aa ead 17 
rou 27° > J ne 


e=cl—4at+s 


7 
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The illustrative interpretation of our result is in complete harmony with 
our knowledge concerning atomic nuclei. The first term, being proportional 
to the atomic number, gives the so called volume-energy of the nucleus. 
The second term, which is proportional to A’/s, that is to R®, expresses the sur- 
face energy of the nucleus, which is proportional to the surface of the nucleus 
and diminishes the volume energy. We want to mention, that, in case of the 
statistical nuclear models of Majorana and Wigner, this term may only in an 
artificial way be taken into account, whereas, in case of the present model, 
it is a straightforward consequence of our primary concept. — The third term 
is a very small correction term, having no direct physical meaning, the effect 
of which is to diminish the surface-tension by a small amount.! 

So as to take the Coulomb repulsion between protons, which we have 
hitherto neglected, into account, we imagine the electric charge of the protons 
in first approximation to be distributed homogeneously in the nucleus. Then 
the Coulomb energy of a nucleus with the charge number Z and atomic number 
A will be: 


w 


2 2 
ae (18) 


Ee 
Te Abls 


e? 
5 OR. 
-In reality the protons naturally will tend towards the boundary of the nucleus ; 
even more, the neutron density will be also somewhat higher in the neigh- 
bourhood of the surface of the nucleus. But Feenberg [4] has shown, that 
these deviations are relatively small, and practically do not alter the binding 
energy. 

Now, adding the Coulomb energy (18), which diminishes the binding 
energy, to (17), we get a formula for the total binding energy, which, in case 
of light and medium weight nuclei, gives numerical results in good agreement 
with the experimental results. However, in case of heavier nuclei there are 
some deviations. These are caused by the fact, that in heavier nuclei the con- 
nection between nuclear radius and mass number, given by (2) is no longer 
valid [5]. First, the slow increasing of the relative neutron excess leads to a_ 
weaker bond and so to a looser construction. On the other hand, the decreasing | 
of the relative importance of the surface tension has the same result. Lastly, | 
the steadily increasing Coulomb repulsion results also in the »blowing up«— 

of the nucleus. 

Because of these considerations, we have instead of (2) to use the more 
complicated formula (19) given below, in accordance with the usual procedure | 
in the literature [2[, [6], [7] : : 


R = m (1 + 86%) A%, (19) 


1 This term arises from having neglected the density outside the nucleus. 
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(3 = ees (19a) 
\\ the relative neutron excess, and the value of the coefficient 6 is given by 
)xperience. Especially, taking also in account the new values of nuclear radii 
(1 heavier atoms, according to Preston’s [7] calculations, we have to use the 
Jalue 6 ~ 0,8, which is also in very good agreement with Present’s [5] more 
Jomplicated estimates. Anyhow, the value of the entire correction factor 
hanges only by a few percent from the lightest to the heaviest nuclei, and 
hus the value of 6 is of minor interest. 

| ‘Further, the nucleon density will not any more be given by (3), but, 
ecording to (19), by: 
| 3 

" = dar, (1 + 60%)" 
Repeating our calculations from the beginning with these corrected. values, 
nm other words, substituting in the final result everywhere ry by ry (1 + 60%), 
we obtain for the binding energy instead of (17) : 


ec C ie ya 3 dy Als 3 1 } (21) 


xe 2uro x pr 272 x* 


(20) 


where we used for the sake of brevity the notation 
x = (1+ 66). - (21a) 


‘Of course, a similar correction has to be carried out in the calculation of the 
Coulomb energy. Summing up, the total binding energy of the nucleus will be : 


Er=< {a+ 


i" ro 


3 a y bik Set on 
2) « 2 pero? a? 


3 1 3 e2 1 .Z8 

Jt ee awed 
The numerical results obtained with the help of this formula are collected 
‘in the table below. The columns of it contain, one after the other, the symbol, - 
(‘atomic number, charge number of the nucleus considered, its total binding 
‘energy evaluated on the basis of (25), the corresponding experimental value | 
(taken from the table contained in Rosenfeld’s book [3 ]), and finally the deviation 
between the two last data, expressed in percentages. 
; The numerical constants used for the calculations were chosen as follows : 
The meson-mass was taken to be 330 m,, which seems to be a good value for 
‘the z-mesons. Whith this we obtain , = 8,5.101%. The mesonic charge g was 
taken to be g = 4e, a value often used in the corresponding literature (see for 
‘instance: Yukawa [8]). The most probable value of ro is, according to Rosen- 
‘feld [3], r, = 1,42.10—8. With these data we obtain: C = 16 MeV. 


% 


j 
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TABLE 


- 102.0 96,66 5.5 
N 109.3 104,26 + 4,8 
N 120,1 115,06 ~ 44 
Ne 164,8 159,98 + 3,0 
Al 232,2 224,5 + 3.4 
S 276,6 272,12 + 16 
Ca 376 360.91 + 4,2 
Fe 56 512.2 486,52 + 5,3 
Mo 97 877 834.8 - 5,1 
Sn 124 1090 1046,0 4,2 
Gd 160 1379 1312.3 + 5.0 
Pt 196 1632 1551.0 + 5.2 
Em 220 1790 1687,25 + 6,1 
U 238 1924 1790.0 TS 


Summing up the results we can say, that our model is appropriate to cal 
culate binding energies. The results are satisfying not only from the theoretic; 
point of view, considering the form of the energy expression, but are als 
numerically very good, even in case of the lightest nuclei. The somewhat larg 
deviations shown by the heaviest nuclei may be explained by the fact, thi 
in those nuclei we may not count any more with a homogen density disti) 
bution within the nucleus, on which our ‘simplifying assumption was ba 

Finally, I would like to thank Prof. K. Novobdtzky for his oneal 


and interest in my work. 
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PNAS wnNne 


HOBAA CTATHCTHYECKAH TEOPHA ATOMHOPO AJIPA. 
Tl. Pomau. 
(Pe3W Me) 


Me>xkAyOHYKsIeHHoe CHOBoe Noe BHIOMpaeTCA CTAaTHYeCKHM WeHTpaJIbHHIM CKaApH 
Me3OHHEIM fosem. HyKseoHBI B CHJOBOM Nose MpeAmoNarawtchA cTaTHCTHHeCKH pacmpere. 
HBIMH. Tloce npHOmM>KeHHOrO peweHHA NOTeEHUHaTbHOrO ypaBHeHHA fenaeTca BOSMO>KE 
BBIYHCIeHHe 9HEprHH CBASH aTOMHKIX sep. MlomyyeHHoe TaKHM oOpasoM BbipayKeHHe , 
aHeprHH aBTOMaTHYeCKH facT OTYCT H O MOBepXHOCTHOM HaTA>KeHHH aTOMHBIX sep. Hyé- 
pHueckHe HTOrH — NpHHHMasi BO BHHMaHHe H KYJIOHOBYW 3HeprHlO - B MOpasHTesIbHO XO 
WeM COrjiacHH C 9KCIepHMeHTaJIbHEIMH aHHBIMH. 


LUMINESCENCE PHENOMENA IN WILLEMITE 
PHOSPHORS 
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(Presented by P. Gombas. — Received 2. VIII. 1950.) 


The author gives a brief account of some recent progress in the investigation of fluores- 
| cence. Data are given on the band complex of willemite fluorescence and phosphorescence 
/at several temperatures and with varying manganese concentrations. The dielectric behaviour 
‘of these substances was also investigated and found to be closely connected with the fluores- 
cence. These results are discussed in the light of the modern theory of solids and some interes- 
| ting conclusions are drawn. 


- 


> =. 


| In the present paper the auihor tries to sum up the researches on lumin- 
, escence conducted in the Research Laboratory for Telecommunication (for- 
; merly Tungsram Research Laboratories). The systematic investigations began 
as early as 1942, and from that date several publications have appeared in 
_various periodicals. As experiments have been concluded, and some problems 
‘settled, it seems to us appropriate to sum up and discuss the investigations 
already carried out, to assess their merits and faults, and to examine, how 
far we have gone towards the ultimate understanding of the luminescent phe- 
/momenon in general, and of the selected class of luminescent materials in par- 
‘ticular. These considerations will show, that still further experiments are 
|mecessary for a unified — and to our present knowledge — complete description 
of the luminescent process. For even a partial achievement of our object new 
experimental arrangements and new instruments were necessary, which were 
‘fully described in the previous publications. 


Zine silicate activated with manganese was investigated first, as it is 

a phosphor, which is theoretically interesting and can be easily reproduced. 
Szigeti and Nagy [1], [2], [3] have shown, that the emission spectrum of 
willemite consists of several bands, each with a maximum at 2,48, 2,35, 2,27, 
2,17, and 2,05 electron volts. (Figs. 1,2.) The last named four bands were 

| later found independently by Butler [4] at the same positions. Brinkman 
and Vlam [5], [6] have also ascertained, that the willemite spectrum is not 
a single band and have analysed it into two components. Although the position 
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: 
of their main band coincides.with ours, the bands at 2,27 and 2,17 electron” 
volts are not resolved by them, owing very probably to the great band-width | 
of their monochromator. : 
These observations of course do not decisively prove the validity and the 
uniqueness of our separation into components. Two other experimental facts 


> 

a 

9 

N 

10 pe 
SAMPLE D. 

TEMPERATURE 

= 23°C 


NUMBER OF EMITTED PHOTONS 


26 24 22 20 
ENERGY IN ELECTRON VOLTS 


Fig, 1. Emission spectrum of willemite (1.2% Mn) at 23° C 


ultimately decide in favour of our assignment of component bands in tl 
willemite spectrum. 

If an emission spectrum consists of a number of bands, it may happ: 
that the decay constants of the individual bands are different. When tk 
is the case, then the spectrum under equilibrium excitation, and in vario 
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“tages of the phosphorescent decay looks different ; during the decay the bands 
vith shorter lifetime disappear prior to the bands of comparatively longer 
ifetime. Such experiments were carried out by Studer and Rosenbaum [7], 


who photographed the spectrum of the zinc beryllium silicate in decay for 
al 


} 232eV 


SAMPLE F. AT 
LIQUID AIR 
TEMPERATURE 


NUMBER OF EMITTED PHOTONS 


26 24 22 26 
ENERGY IN ELECTRON VOLTS 
Fig. 2. Emission spectrum of willemite (6% Mn) at —180° C 


seven hours and found that the spectrum in equilibrium and in the decay is 
the same. Studer and Rosenbaum’s result was later criticised by Schulman [8] 
who found by direct measurement (with an experimental arrangement identical 
with our own) a very marked difference between the spectrum in equilibrium 
excitation and decay. We have carried out the same experiment on several 
‘samples of willemite and found, that the subbands disappeared almost com- 
pletely after a decay of 3 or 4 milliseconds [9]. These subbands were identified 


a 


t 
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as the components which appear in the decay curve of willemites. As Gergely 
found recently [10], the phosphorescence of willemite, although monomolecular, 
cannot be described by a single exponential, but consists of three components, 
each having a different decay constant, each step in the phosphorescence decay 
corresponding to a single band in the emission spectrum. 

The other experimental proof is furnished by Shrader’s results [11]. 
He has found, that specially prepared amorphous -willemite samples show 
these subbands clearly resolved at elevated temperatures. Because of the 
tendency of the f-willemite phase to be stable in lattices containing silica — 
in excess of the stoichiometric orthosilicate proportions (our preparations 
contained appr. 0,9 mole excess silica), we are of the opinion that the bands 
at 2,27 and 2,17 electron volts are caused by the f-willemite phase present. 
The checking of this assumption is at present in progress. 

The observations of Shrader and Nagy remove any doubt as to the sound- 
ness of the separation into components. This means, that the willemite emission 
spectrum, which was described in the literature as a »slightly asymmetric 
single band« has a great deal of important complexities. The fact that it was first 
observed by us in the year 1946 and is as yet not entirely elucidated, shows 
that the great wealth of physical data on luminescence needs careful re-examin- 
ing and checking with more modern and exact instruments. 


The next question, which arises in connection with the band-system is 
the shape of the individual band. According to quantum mechanics, it is a 
fundamental law that the emission and absorption of light takes place in distinct 
quanta, and that the energy difference between the levels taking part in the 
process is absorbed or radiated obeying Einstein’s relation. When the ground 
or the excited states, or both, broaden into bands, the transition probability 
depends on the distribution of the levels in both bands, and on the shape of 
a single transition. This means, that emission or absorption are to be plotted 
in terms of energy or frequency, and not in terms of the wavelength, as is 
sometimes done. Accepting therefore the energy as the independent variable, 
there remains only the selection of an adequate ordinate, in which to represent 
the spectra. This is done most naturally in terms of the numbers of photons 
(intensity divided by hy). For line spectra, the width of which is negligible 
compared to that of fluorescence spectra, it is of course the same, whether 
the spectra are plotted in photon numbers or in intensity. In fluorescent 
spectra, however, this difference may alter the spectra by as much as 30%, 
and if one wishes to study a fluorescent spectrum as a sum of radiative tran- 
sitions, where either the ground or excited state, or both, broaden into con- 
tinuous bands, one has to plot the photon numbers against the frequency. 
In such a representation each single band must be strictly symmetrical. This 
was shown for the willemites only in the emission spectra observed during 
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“hosphorescence, when the asymmetry of the yellow side disappeared and an 
jatirely symmetrical spectrum resulted [9]. (Fig. 3.) 

The shape of an individual emission band is supposed to be a Gaussian 
\rror-curve. This is the simplest equation, with which to describe the spectrum. 


25 20 


Fig. 3. Fluorescence (dotted line) and phosphorescence (full line) spectrum of a willemite. 


We have attempted to offer an explanation of this fact [2] by assuming, that 
the observed spectrum-band is the superposition of a great number of individual 
transitions, each having the same dispersion-curve. The ground and excited 
states of these transitions are contained in bands, which for the sake of easier 
calculation were supposed to be of equal width and equal level-density. This 
explanation, although fundamentally correct, does not seem to be complete, 
‘as our calculation may furnish spectra of other shapes as well; thus one has 
still to look for another, hitherto hidden parameter, which would allow the 
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existence of spectra-of Gaussian shape only and which would exclude all others, 
The explanation ofthe Gaussian spectrum shape therefore needs further inves- 
tigation, especially in regard to the distribution of the states in those bands | 
of the activator or host lattice, between which the emission takes place. Buéler | 
[12] has attempted to derive this form by assuming that the temperature 
induced vibrations of the centre in the ground state give a statistical distri- 
bution of. its position around a most probable value, and further that the 
potential curve of the excited state (energy versus some mean interatomic | 
distance) is linear in the corresponding region. Regarding the great width 
of some fluorescent emission spectra (spectra as broad as 1 electron volt are. 
to be found), the second assumption is hardly justifiable. 

The willemite bands suitable for a closer examination (the main band 
at 2.35 e. v. and a subband at 2.17 e. v.) show a broadening with increasing 
temperature. Any plausible extrapolation to absolute zero temperature always 
leads to a finite width there. The temperature dependence of the band half- 
..width, 8, can be written in the form: 


6 =f, +ecT", (1) 


where the exponent n is in the neighbourhood of unity. It can have a value 
between 1 and appr. 1.5, but the former is the more probable. (Fig. 4.) 


BAND WIDTH IN ELEGTRON VOLTS 


-180 - 100 0 100 200 300°C 


Fig. 4. Temperature dependence of the bandwidth for several ge Main band with full, 
subband at 2,17 ev with dotted line 
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‘ Exponents with a value of less than 1 are very improbable. Having 
Ja linear law, the numerical value for willemites is between 1,5k and 2k, k 
| denoting Boltzmann’s constant. 
The ‘exact band-broadening and band-maximum displacement with 
_imereasing temperatures can furnish very valuable data on the. variations of 
/ energy levels in solids caused by temperature. It is interesting to remark that 
| this band-broadening (1,5—2 kT) does not seem to be contradictory to Rad- 
| kevsky’s [13] calculations on the broadening of the individual bands in the 
shia Because the maximum displacement (if it does exist at all) is quite 
negligible relative to this band-broadening, Radkovsky’s calculations prove 
i the luminescent ‘transition does not take place between the ground and 
/ conduction bands of the zinc silicate lattice. 
| Apart from the significance of this linear law and its coefficient, another 
| point worth considering may be that these linear laws run exactly parallel 
| not only in cate of the main bands of zinc silicates, but for the 2,17 e. v. bands 
_ too, showing that the relative contributions of main band and subbands to 
| the total emission are imsensitive to temperature. A contrary opmion was 
expressed by Brinkman and Vlam [5], [6], but this may be due to their omit- 
| ting one of the subbands. 
fe In the preceding text the bands of zinc silicates were all designated. by 
| their positions for the best fluorescing substance with appr. 1% Mn. The 
same structure (bands at 2,35, 2,27 and 2,17 e. v.) appears at all manganese 
| covcentrations, from traces up to 6%. This band-structure is slightly sen- 
| sitive to manganese concentration, with increasing manganese concentration 
the bands steadily shift together towards the red, the total shift being for 
‘the above range 0,04 e. v. 

The other bands, namely those at 2,48 e. v., and at 2,03 e. v. occur only 

| under special conditions. The first is visible with small manganese concen- 
trations at room temperature, the latter with high concentrations of manganese. 
| This same band appears with a much greater amplitude in zinc-beryllium 
silicates ; it is the main emission band of this compound. 
Having thus obtained the emission spectra at different temperatures 
the area of each band was calculated, and was found to be constant up to a cer- 
tain temperature, ‘then to decrease rapidly according to the Mott—Gurney 
[14] formula : 


a) 


—— a 


— —— 


TI, = [14+ C exp (— E «T)]-", (2) 


The activation energies vary with the manganese concentration, the 
Maximum occurring for the best samples. The same holds for constant »C«. 
; Having found an exponential dependence here (previously thought to. be 
caused only by the exponential increase of the probability of radiationless - 
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transitions), one can try to measure other quantities, which also obey an ex- 
ponential law and ask, whether these processes are in any way linked together. 
This reasoning has led us to invesiigate the electrical properties of fluorescent 


materials. 


It is evident, and has also been realised in the course of the investigations, 


that owing to the microcrystalline structure of the available solid luminescent 
materials (1—20 microns), conductivity measurements with D.C. on a single 
crystal would be very difficult. The pressing of the powder into pellets, however, 
is not an operation, which can be easily reproduced, for non-ohmic effects (caused 
by crystal boundaries) and rectification can quite easily destroy the constancy 
of the results. Therefore, the investigations were carried out by measuring 
the dielectric losses. The frequency used was 20 Me/sec. and the oscillator 
delivered 1 Volt. Although this rather low value makes the observations a 
little more difficult, the loss in range is amply rewarded, because at this voltage 
the boundary effects are excluded, for then the charge carriers are most probably 
confined to the same crystal grain and cannot move across crystal boundaries. 

These dielectric loss measurements revealed two significant features 
[15], [2], [3]. First, that an appreciable dielectric loss can be observed on 
all zinc silicates of the most different compositions, firing temperatures during 
preparation and times of firing. This dielectric loss shows at room temperature 
a value calculated at a conductivity of 2—20.10-8ohm™ em. Above a critical 
temperature the loss begins to rise exponentially. After subtracting its room 
temperature value from the total one, we find, that this variation is exponential 
within the limits of experimental accuracy. Moreover this exponent is, also within 
the limits of experimental accuracy, the same as that found for the light 
decrease caused by temperature. 


o = 0) + A exp (—E/kT). (3) 


This statement applies similarly to all willemites hitherto investigated, and 
may be generally true for a much wider class of luminescent materials. It was 
observed e. g. that ZnS activated by silver or copper shows a marked dielectric 
loss without excitation. (Fig. 5.) The temperature dependence of the dielectric 
loss if exactly parallel with that of the light decrease, the activation. energy, 
E, being for ZnS. Ag appr. 0,5 e.v., in accordance with the light-decreasé 
measurements of our own, of Garlick and Gibson [16] and of Riehl [17]. 
These striking facts, which are of general interest call for an adequate 
explanation. One possible explanation would be the assumption of the appear- 
ance of new absorbing centres which would make possible a process competing 
with the luminescent centres proper. If these new centres contribute to the 
absorption of the exciting ultraviolet. then the material ought to have a tem- 
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yerature dependent absorption coefficient, whose increase must run parallel 
that of the light decrease and the dielectric losses. 

The absorption coefficient of a fluorescent powder, available only in pow- 
lered form, was measured recently by Bodé [18]. He has shown, that for 


a 
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Fig. 5. Dielectric losses of ZnS activated by silver. 


excitation with 2537 A ultraviolet, the absorption caused by the lattice is neg- 
ligible to that caused by the manganese, and the absorption is temperature 
‘independent for willemite. This experimental fact, therefore, excludes the 
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above possibility, showing that always the same proportion of the activator 
is excited, irrespective of temperature. 

Supposing now — as the simplest model — that the level reached in ex- 
citation is the starting point of the luminescent transition, then the temperature 
quenching can be caused in two ways only: first, by the temperature induced 
loss of excitation in the activator via the conduction band and subsequent 
radiationless recombination, and second: by a temperature dependent com- 
peting process, active against the end level of the luminescent transition. 
If this second possibility is realized, then the phosphorescence decay must be | 
temperature dependent, for by increasing temperature the relative proportion | 
of transitions leading to luminescence must decrease, thereby causing a faster 
loss of the stored excitation, which means, that the time constant of phos- 
phorescence must increase exponentially. 

This behaviour was indeed found for zinc silicates by Kréger and Hoo- 
genstraaten [19]. Their results may be thus summarized: The’ phosphores- 
cence of willemite is temperature dependent above a certain temperature, 
irrespective of the wavelength of the excitation. This temperature, however, 
lies above the temperature ranges covered by the experiments referred to in 
the present article. 

Our results which are soon to be published show that this process — 
takes indeed place above appr. 350° centigrade, and further that to the denomi- | 
nator of the Mott—Gurney formula (2) another exponential must be added, | 
with values of C about 109 and of E about 1,2 electron volts. | 

It must be emphasized, however, that below this temperature, where 
this quenching is not yet active, the luminescence efficiency is temperature | 
dependent, with values of C about 10?—10%, and of E about 0,2—0,4 electron be 


volts. 
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Thus, as we have shown, that the second alternative also does not explain 
the situation entirely, one must look for an adequate explanation of the 
efficiency loss between room temperature and appr. 300°. In our model this 
efficiency loss can be caused only by the first mentioned mechanism: Loss, 
of excitation from the higher activator state via the conduction band with 
radiationless return to the ground state. If this simplest picture cannot be 
maintained, one must suppose that the level reached after absorption is not 
the starting level of the fluorescent transition, and the efficiency loss is caused) 
in the step : state reached in the absorption — starting point of the luminescence. 

The solution of these and similar questions may be approached by studying 
the role and effects of killers in luminescent materials. The results, derived 
from appr. 25 samples of willemite, containing various amounts of manganese 
(activator) and iron (killer), are at present collected for publication, and it 
is hoped, that they. may ultimately settle the question. 
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At present the experimental data are insufficient to enable us to decide 


unambiguously between mechanism of the above type and similar ones. The 


| problem is, however, much more difficult, when one tries to identify the dielectric 


loss with actual conductivity. By using the reduced zone scheme we mostly 
"arrive at a conduction caused by holes in the uppermost filled electronic band. 
| This possibility seems to be excluded by the observations on the thermoelectric 
force reported by Garlick and Gibson [16]. 


This short summary contains some experimental data on willemite lumines- 


cence, mainly the newest experimental results collected from the researches 
| 
| 


conducted in our laboratory. These investigations have opened novel ways 
| to the understating of solid state physics, and have revealed some of the short- 
comings of the present theories and the inexactitude of many of the earlier 


| results. 
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ABNEHHA JIOMHMHECHEHUMM HW HX TOJIKOBAHHE 
3. Happ 


(Pes Me) 


ABTop jjaeT KpaTKH 0630p HCTOpH4ecKoro pasBHTHA MeTOAOB UCCeLoBAaHUA dhl ope- 
CleHNHH, a oTOM coobMaerT 06 HecNefOBAHHAX MpoBefeHHNIX B HayyHO-HecseqoBaTeIbCKOK 
JaGopatopnu Tyurepam c 1945 roa. PasOupaetca momyasTomaTayecKHit cneKtorpad 1A 
CHATHA CeKTpoB, Kak H CTPYKTYpa NOOCOB cheKTpa H3IYYeHHA BHJLIEMUTOB B Ciiydae (pio 0- 
PecweHuHH H dochopecteHNHH MpH pasIHYHEIX TeMMepaTypaxX H COfep»KAaHHAX MapraHila. 
Uccneqopannch Takoxe oJileKTpH¥ecKHe cBOlcTBa @lOopecteHTHHIX BellecTB, H Obla ycTaHo- 
BueHa HX TecHas cBA3b cocBeToROH oTAayei. MomyueHHble pesybTaTH OOcy KMalWTCA C TOUKK 
3peHHA coBpeMeHHOM TeopHH TBepALIX Tel. 
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SPECTRA IN PHOSPHORESCENCE 


By 
E. NAGY and GY. GERGELY 
RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


(Presented by Z. Gyulai. — Received 15. XII. 1950.) 


Authors have investigated the emission spectrum of an artificial willemite in fluorescence 
and phosphorescence at various durations of excitation and at various instants after the cessation 
of excitation. 

It was found that by ultraviolet excitation with a revolving phosphoroscope the yellow 
subband had disappeared in phosphorescence. 


The phosphorescence decay curve after pulsed cathode-ray excitation was measured 
with spectrographical resolution in various parts of the spectrum with multiplier, amplifier 
and oscilloscope. A very rapid decay was found in the blue part of the spectrum. 


In previous papers it was shown by Szigeti, Nagy [1]. [2]. [3]. [4]- 
Butler [5] and Shrader [6] that the spectrum of willemite can be separated 
into bands. 


Phosphorescent Spectrum Measurements with the Rotating 
Disk Method 


Recently it was found that the decay curve of phosphorescence consists 
of individual exponentials [7] and that these components are related to the 
emission bands of the phosphor [8]. 


In this latter investigation the luminescent material to be investigated 
was sprayed uniformly on a disk, which was rotated by a synchronous motor, 
the time of a single revolution being 160 milliseconds. The experimental arran- 
gement is to be seen in Fig. 1. 

The spectrum in phosphorescence is easily measured by projecting any 
part of the phosphorescent rotating disk on to the spectrograph slit. The 
angular displacement between the spot of excitation and that of the fixed 
projecting instruments measures the time which has elapsed after the cessation 
of the excitation. The phosphorescence spectra were measured point by point 
with the method of Szigeti and Nagy [1], [2], [3], which was used for the 
Semi-objective determination of the fluorescent emission spectra. Comparing 


& 
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Fig. 1. Schematic layout of the arrangement for measuring the spectrum in phosphorescence | 
Notations: Mo. synchronous motor. L. Mercury Vapour lamp. D. Revolving disk painted | 
with the sample. Sl. slit. J. standard incandescent lamp. W. modulator wheel. Se. Selenium | 
photocell. Sp. Spectrograph. Mu. multiplier phototube. A. amplifier. O. C. R. oscilloscope. | 


the fluorescent spectra (during excitation) with the phosphorescent spectra | 
(Fig. 2) it was found that the yellow sub-bands had completely disappeared 
after the phosphorescence of about 3 milliseconds. It can already be seen 
clearly that the decay constants of the sub-bands are greater than those of the 
main band. 

Similar observations were made for cathode-ray excitation with the 
apparatus described by Gergely [7]. By interposing green and yellow filters 
between the spot of the cathode-ray tube and the multiplier phototube, the 
fastest component disappeared at the beginning of the decay. 


Phosphorescence in a Single Spectral Domain 


A new experimental method was developed which made possible the 
direct determination of the spectral location of the fastest exponential process 
in the decay. Fig. 3 shows the experimental arrangement. 
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ig. 2. Fluorescent and phosphorescent emission spectra of willemite, drawn to the same scale, 
Fluorescence: —o—. phosphorescence : —x—. The blue sides coincide. 


The pulses of a pulse generator (Orion SP 61221) are applied to the grid 
fa cathode-ray tube. The luminescent spot of this tube is projected on to the 
jlit of the spectrograph. The light, which enters the spectrograph, reaches 
|he cathode of a multiplier phototube. This latter is mounted behind an exit 
lit, and can be moved to any desired spectrum locus. 

The brightness of the investigated light spot on the cathode-ray tube 
\aries according to the rise and decay of the luminescence. 

The signals on the load resistance of the multiplier phototube are amplified 
ly a three step wide band amplifier and brought to the deflecting plates of a 
athode-ray oscilloscope (Orion SP 21011). 

Because the multiplier current is proportional to the intensity of the 
neident light, the vertical deflections on the second, observing cathode-ray 
ube are proportional to the brightness. Applying a suitable sweeping rate 
0 the horizontal deflecting plates, the entire rise and decay curve can be 
e visible. 

This procedure may be repeated at any part of the spectrum and there- 
ore the rise and decay curves can be measured seperately for any desired 


vavelength. 
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Fig. 3. Schematic layout of phosphorescence measurement after spectral resolution. Notations) 
athode-ray tube with the sample. Other notations as on Fig. 1. 

| 
The adoption of this new refined technique means a very significan| 

step forward, as the same measurement was formerly possible only for th 
entire spectrum, unresolved by a spectrograph. | 
: i 

In these measurements the slit used cut out a band about 250 Angstrom 
wide. 


Experimental Results 


The experimental results at a 0,05 millisecond pulse excitation (tk 
pulses being seperated by 20 msecs) are shown in Fig. 4. In Fig. 4a the rit/ | 
and decay is shown in a band whose center is at about 5390 A. This spectr 
domain comprises for the most part, the main band of the zinc silicate, an 
hardly the yellow sub-bands. The decay is predominantly slow, such as four 
for the slowest (last) component of the willemite phosphorescence. The res 
of the investigation at the blue side, at about 4600 A, are shown in Fig. 4 
This latter decay curve is quite steep, and it is identical with that of the faste: 
component. 
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Fig. 4--5. Rise and decay in arbitrary units. 
4. Excitation time 0,05 millisec. 
5. Excitation time 0.6 millisec. 


| The results of the observation of the entire decay are shown 
in Fig. 4c. The rise and decay for the unresolved spectrum evidently 
contains a very fast and a slow component, the decay constants of which are 
identical with those observed in the spectral resolution of phosphorescence. 
| Fig. 4c is, of course, not a simple sum of both 4a and 4b, for the fastest 
component has a much greater band width than the slow one, and therefore 
a much smaller portion of the entire band can contribute to the light in a 


| marrow band than is the case in 4b. 


Figs 5a—c show the same for 0,6 millisecond excitation. It is shown 
here also that the rise and decay curve in the blue part of the spectrum, 5b 
‘has the shape of the excitation pulse with a litile distortion, proving again 
| that the process in the blue is a very rapid one and has reached equilibrium 

much before the end of the excitation. 

This result is in agreement with former observations [7], namely that 

the fastest component reaches equilibrium after 25—30 microseconds excitation. 
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In the present investigations exciting pulses shorter than 50 microseconds 
could not be used, because then only a very greatly diminished light intensity 
was available. 

Before interpretating and evaluating these data one must take into account 
the unequal spectral response of the multipliers used. In the present investi- 
gations an RCA type 931 A multiplier (S4 spectral response) and EMI 27 (similar 
spectral response) were used. These multipliers have increased sensitivity 
towards the blue, and cut off almost completely in the red above 6200 A. 
This spectral sensitivity must adequately be taken account of so as to secure 
the physical significance of the deductions. In all the prior publications dealing 
with phosphorescence this fact was entirely neglected. 

Adapting these considerations to the present problem, one conc!udes 
therefore that the luminescence in the blue seems to be relatively greater than 
it would be with an ideal multiplier with a spectral response independent of 
wavelength. 

The same fact makes it impossible for the present to achieve the necessary 
accuracy in the yellow and orange, which was possible in the blue and green. 

The above measurements were carried out on an artificial willemite 
containing about 0,2°%, manganese. The fast component in the decay curve, 
may be well detected in samples of manganese content below about 0,3%. 
This blue component could not be found in samples with greater amounts 
of manganese, with 0,8°/, manganese, e. g. this component is visible only in the 
decay curve of the unresolved phosphorescence and there also only with a very 
small amplitude. 

This blue emission was found to be gradually suppressed by increasing 
contents of manganese. One sample to which no manganese was added delibe- 
rately, thus containing only traces of it (which were fluorescent by ultraviolet 
excitation in a very pale green manganese emission), showed a blue fluores- 
cence in a very wide spectral area after cathode-ray excitation. 

In the measurements of the phosphorescent spectrum with the revolving 
disk, no unambiguous difference was found at the blue side between the fluores- 
cent and phosphorescent emission. This discrepancy can be explained very 
easily, for in this case the excitation lasted 30 milliseconds, and for so long 
an excitation the relative contribution of the blue sub-band is practically 
negligible. Shorter excitations, however, could not be used because, for the 
point by point intercomparison measurements, much greater intensity is 
necessary. 

Summing up the entire situation, it is very difficult to come to any con- 
clusion about the excitation of this blue fluorescence, and the statement, that 
this fluorescence can be excited only by cathode-rays and not by ultraviolet 
radiation [9] seems to need still more confirmation. 
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On the yellow side of the spectrum the situation is much clearer. The 
yellow sub-bands were shown to have a relatively greater amplitude [3] (8— 
20°) and not to be seriously affected by manganese concentration. 

The disappearance of the yelow sub-bands in phosphorescence was 
established for 6 samples, containing different amounts of manganese from 0,2 
up to 6%. 

The present. investigations have definitely proved the band structure 
of the zine silicate emission spectrum. Apart from the theoretical aspects of 
the problem, a new experimental method was developed, which can furnish 
much more accurate results more easily. 

This method besides being more direct than the photographing of the 
spectrum in phosphorescence, has the further advantage that the decay curves 
are presented at once, and there is no need for prolonged exposures. 
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CO Be A bs 


CNEKTFbI MPH ®OC®OFECHEHUMH 
3. Hagp u T. Tepreanp. 
(Pes 10 Me) 


ABTOpbl HCCeMOBaH CNeKTP HCKYCCTBEHHOrO BUJIEMHTAa pH dsloopecteHRHH H MpH 
tpocihopectieHHH, ¢ pasHbIMH BpeMeHaMH BosOyxfeHHA HM B pasJHYHbIX MOMeHTaX Mocse BoO3- 
Oy KeHHA. 

IIpH ynotpeOneHuH tocopockona c Bpallalol{HMcA AHCKOM, >KeJITbIe BTOPHYHbIe 
NONOcH (pocipopecweHuHH HcyesaH B cyYae BosOy KMeHHA YAbTpa@HONeTOBLIMH JIYGaMH. 

IIlpH yfapHom BosOy>xKAeHHH 9JeKTPOHHBIMH JTy4aMM WM pa3JIOnKeHHH CBeTa CIeKTpo- 
CKONOM, thoctopecueHHA Oblna oO6Hapy>KeHa c NOMODIbI (oToaTeKTPOHHOTO YMHOKHTE.TA 
YCHIMTeIA H OCH orpada Ha pasHBIX MecTaX cneKTpa. 

Bbisa ycraHopena MpHCyTCTBHe B CHHEM OYeHb 6bIcTporo mpouecca. 
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SOME OPTICAL PROPERTIES OF LUMINESCENT 
| POWDERS 


| By 
| ZALAN BODO 


RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 


(Presented by Z. Gyulai. — Received 15. XII. 1950.) 


The production of samples of uniform grain sizes by means of the process of repeated 
sedimentation, from synthetic apatite activated by manganese and antimony. 

It has been determined that the brightness of this material is independent of the grain 
size, the reason for the decrease in light being the smaller excitation caused by the increased 
reflection. 


The summing of the diffused reflection of the powdered material. The application of the 
summing to determine the coefficient of absorption. 
The control of the method with material of known absorption. In the above material 


the coefficient of absorption is : 300+ 60/cm. The control of result carried out by means of 
photometering under microscope. 


Introduction 


It is well known, and seems to be a fact long ago established, that the 
brightness of fluorescent powders depends on their grain size. The grinding 
of the powders for a prolonged period causes a considerable decrease of brightness. 
The amount of this efficiency loss and the dependence of brightness on the 
grain size were investigated in our Research Laboratory in order to find out 
the possible origin of this effect. 


The fluorescent powder investigated was a sample of calciumchloro- 
fluorophosphate activated by manganese and antimony. 


This powder as prepared by firing at appr. 1000° C, showed a wide grain- 
size distribution. Under an ordinary microscope, it was found to contain grains 
with sizes ranging between 1 and 100 microns. The determination of such 
a grain-size distribution is a tiresome project, in view of the fact, that the 
total volume of 3000 particles of ly size is only 4,7 % of the volume of a single 
40u particle. For finding the correct distribution, the dimensions of some 
ten thousands of grains must be known. This difficulty may be avoided by 
the following method. 

The counting of such a great number of grains would mean enormous 
trouble which is not justified here. We have used therefore a simpler, and 
naturally less accurate method, by determining the yelative numbers of grains 
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: 
of various sizes. First, the grains of 1, 2, 3 and 4 microns were counted under 


the microscope’s objective field. Altogether 300 grains of the aforesaid dimensions 
were counted and their relative number determined. Next we counted again|| 
300 grains of 4, 5, 6, 7 microns dimensions, of course in a wider objective field, 
and determined their relative numbers. The counting of the 4 microns particles 
in both cases (1—4 and 4—7 micron ranges) makes possible the determination) 
of the relative numbers of grains between 1 and 7 microns, etc. Thus we deter- 


mined the entire distribution step by step. This procedure was used only to 
gain an approximate knowledge of the grain size distribution of the original 
material, the accuracy of this determination does not affect the further experi- 
ments and conclusions. 


oye Boy Aone eee are toe oe | 
Fig. 1. Relative distribution of grain sizes in the original powder. \ 
: 

Fig. 1 and Table I show the distribution thus determined in interval: 
of 5 microns. It may be seen that the examination of 38 000 particles wa: 
replaced by the counting of 900 particles. Naturally, this method is not ar 


correct as the original one, where 38 000 grains would have been examined 
but our result could be obtained with much less trouble. 


Selection of samples with uniform grains size 


Our first object was the selection of well defined grain sizes from thi: 
wide distribution. For this purpose the method of repeated sedimentation 
was used. The sedimentation was carried out in distilled water of constan’ 
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TABLE I 


Number of grains 
sae 


Total volume Fractional volume 


1000 us 


| 0—5 22470 0.5 
| 5—10 5p. 
10—15 8,4 
: 15—20 i! 
20—25 10,9 
| 225-20 11,7 
30—35 9,9 
3540 8.6 
4045 1,5 
| 45—50 550 
50—55 4,9 
55—60 6 4,1 
60-65 9 3,0 
|= 65—70 ‘ 2,9 
70—15 4 aa l 
75—80 4 2,4 
| 80—85 2 1,5 
| 85—90 0 0 0,0 
90—95 I 790 11 
i s 
| = 
\temperature and viscosity. The grains were sedimented in a water column 


of predetermined height for a definite time. At the end of the sedimentation 
‘time the liquid containing the not yet sedimented particles was decanted from 
‘the sediment. Then the vessel was filled again with water to the same height. 
and after being shaken the mixture was sedimented again as before. Repeating 
this process 20 times, a clearly defined boundary was seen moving downwards 
during the sedimentation, and the liquid above the sediment became quite 
clear, showing that the liquid did not contain any more grains of sizes smaller 
than those desired (see Fig. 2). At this moment the sediment contained only 
such grains, which during all the previous sedimentations had had the oppor- 
tunity of reaching the botiom of the vessel. Because of the shaking before 
the sedimentations, the heights of the grains at the moment of starting the 
sedimentation were distributed quite at random ; grains of dimensions smaller 
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than those wanted could reach the bottom, if these grains in all the 20 sedi- 
mentations had started from the lower part of the vessel. The probability 


of this coincidence is of course quite negligible. 


Fig. 2. Kirst and last sedimentation. Note the clear boundary in the righthand vessel. 


TABLE U1 


L 2 4 5 6 1 
Speci- Intended grain ireny Bright - Reflexion Reflexion is ne 
men size size HOSS in uv. in visible ; absorption aan 
rues relative ° relative 
lL 30—37 33,5 40,00 99.5 10.0 88,05 90 
2 9—]] 10 12,25 100.0 19.0 95.0 100 
3 4—5 4.5 5.20 $3.5 29.0 97,0 95 
4 2—2,5 2,25 2.70 65.0) 13.0 95,0 93 
5 1—1,25 1,13 138 16.0) 57.0 93.0 87 


Error estimated baal hy * 1.0 + 1.0 + 2,0 + 6 
? - 
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_ Now, using a sedimentation time a little shorter, all the grains, which 
old not sediment, were decanted and collected, These grains had a very 
aform size distribution determined by the difference of both sedimentation 
ies. 
5 specimens were prepared by this method. The sedimentation times 
‘9 the desired grain size were chosen according to Stoke’s law. The desired 
nin size limits are compiled in Table II column 2. The dimensions of the three 
ursest fractions were ascertained by examination under the microscope. 
fe distribution functions found are to be seen in Fig. 3. The average grain 
sis found were 20% larger than those calculated. This discrepancy was 
vy probably caused by the assumption. that Stoke's law, which is valid for 
jierical particles, can be used for non-spherical particles too [1]. Supposing 
‘) shape of the grains to be independent of size, the dimensions of the two 
Gest fractions were similarly increased by 20%. This correction was neces- 
sy, as these finest grains could not be measured under the microscope to the 
dsired accuracy, which here was 0,1“. It was established, however, that 
Smple 4 contained grains only between 2 and 3 microns, sample 5 only 
ttween 1 and 2 microns. 
| % 


60 
50 
40 
30 


20 


50 tie 0 10 end) 
Fig 3. Relative distribution of grain sizes in the sedimented fractions. 


r U. V. reflection and luminescent efficiency 


ip 
_ These five specimens were the subject of the following experiments : 
first the brightness of a practically infinite thick layer was measured by 2537 A 
.v. irradiation of constant light intensity. The light source used was a low 


} Asta Physica 
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pressure mercury vapour lamp filtered for the removing of a substantial part) 
of the visible light wiih Corning 9863 glass filter. The brightness of the sample ' 


was measured by a selenium barrier layer photocell, filtered with glass 


the removal of the exciting ultraviolet. The experimental arrangement is 
be seen in Fig. 4. The results are compiled in Table II col. 4. 


Q MERCURY VAPOR LAMP. | 
F rurer (CORNING 9863) 
B FILTER { LEADGLASS) 

S seenum cet 

G catvanomerer. 

P iwesticareo SPECIMEN 


C conrrot SPECIMEN 


P C 


Fig. 4. Measurement for the brightness of fluorescent layers. 


The data show, that a material decrease of brightness is indeed observ’ 
with this experimental set-up. In the search for the physical causes of th 
efficiency loss, it must first be ascertained whether each sample had inde} 
received the same amount of excitation. Although the excitation intensijj! 
was in fact constant (more properly, the results were always calculated to t}}! 
same excitation, so as to compensate for the eventual fluctuations of lanj}* 
output), the amount of ultraviolet absorbed in the layer, which is the measuB 
of the effective excitation, ought not to have been the same, because of t 
greater diffuse reflexion of particles of smaller dimensions. This consideratif| 
has led to the measurement of the reflected u.v., which was accomplish 
as shown in Fig. 5. The powder was mounted within an integrating sphe 
whose walls were covered by smoked MgO, and illuminated by a pencil fi 


by a multiplier phototube, sensitive only to u.v. The same experiment v st 
repeated with a sample of pure MgO, which has a reflexion coefficient of 95 
at 2537 A [2]. The reflexion coefficient of the phosphor sample was caleulaid 
in absolute units by using this value for MgO. The results compiled in Tale) 
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Tool. 5 show that the quantity of the reflected light strongly increases ax the 
gin dimensions are diminished. 

It is therefore evident that the brightness is to be investigated in its 

yendence on that excitation, which is in fact absorbed by the phosphor 


| U uericHt SPHERE. 

Q mercury vAPOR LAMP. 
M MULTIPLIER PHOTOTUBE . 
G cavanomerer. 


Pp INVESTIGATED SPECIMEN 


| 3000V 


Fig. 5. Measurement of the diffuse reflectivity. 


ayer, thus the amount of the u.v. reflected must be substracted from the 
onstant lamp output. The brightness of the samples calculated to the same 
juantity of absorbed light is shown in Table II col. 7. It can be seen, that 
he brightness slowly decreases towards the larger grains. The efficiency de- 
| aaa towards the finest grains is also slight and may be even non-existent. 

e reason for this assumption is the relatively small quantity of finest grains 
leparated, and the gradual contamination of this fraction in the course of 
jeparation. These contaminations were either due to the original material or 
to the numerous washings with distilled water. 

This hypothesis of the gradual concentration of contaminations in the 
finest sample finds an experimental support in the results of the measurements 
of the visible reflexion (Table II col. 5), which again shows a decrease in the 
finest grains instead of the increase expected. 

The above investigations and considerations clearly show, that for this 
material and in the area investigated (1—40 /“) the effective light efficiency 
is almost independent of the grain size. 


3* 
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Calculation of the reflection and absorption coefficients 


Assuming the powder to be built up by several parallel layers, and denoti 
the reflected light on the i-th layer by y,, that transmitted through the it 
layer by £,, the following recursion holds between y, 1, 8,1, and Yoy B, 
(see Fig. 6) 


| 


: Bi-p n-f 
B, Tn-4 


Sy An-4 0, Un-1 
ALT, T ns 


ne SD, fn-4 To n-4 
B,U,on-4 


faBn-4 01 Cae 


Fig. 6. Calculation of the transmission and reflexion for successive layers. 


vay of Pt yeh BP yey Te Bye ee 


|: lel SF CR cal = a: PI YazitisPy YY nach Pil do Vt Vou 
( 


The summation of both series gives : 


cinema 


a 
1 — 1 Vint 


For nc these equations can be solved by putting y, ;, ¥,—> y and B, > ¢ 
thus from equation (3) : 

Bi ye 
ae CP 


Maat yore (5 


and solved for y, 
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eres | | | Pas P st ); =| (6) 


_ LES OA 


i xe ae 1 


(tad, a Pate 


@ .6ya 


as @e 


Yi =a+(l—a)*ae 


271 


Fig. 7. Transmission and reflexion of a single absorbing layer. 


The light reflected and transmitted through the first layer is calculated 
similarly. Denoting the coefficient of the reflexion on the surface by a, the 
layer thickness, i.e. the grain size by a, the absorption coefficient of the u. v. 


tadiation by y (see Fig. 7) we have 


sat +(1—a)*ate ate (1 —a)?a5 Pa +... 


eo). 5 1 epee Pe (ear 1 ayrare Mt. 


Summing these series again we get (8) 
8 
a(i+ hag Os ie ) 
= es (9) 
1— ate 
—be 
T= \f 
pr = Gaye : (10) 
1—ate 


} 
. These calculations show that y,, the amount of light reflected by an 
infinite thick layer, is a function of a and ya alone, and with “a — oo, tending 
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to a limiting value of y,— a. Our measurements have given a = 0,10 
y., was calculated from equations (6), (9) and (10) for several values of 4 
The values so calculated are plotted in Fig. 8 as f (log wa) with a full line. 


— calculated 


> --= measured 


50: 


0 
+f —logyo 
x (6) +7 +2 --- logg 
Fig. 8. Calculated and measured diffuse reflexion as a function of absorption coefficient and 


grain size. 


In the same figure were plotted the measured values of y, as function 
of log a. Because of the relation log wa = log a +log wu both curves can be 
brought to coincidence by a horizontal parallel displacement. This displace- 
ment is already performed in Fig. 8 and both curves could be brought to com- 
plete overlapping by a horizontal parallel displacement corresponding to “= 
300 cm~1. / 


Checking of the formulae 


So as to check the accuracy of the absorption coefficient thus determined, 
the same method was applied to a coloured (violet) glass. The coloured glass” 
was ground in a steel mortar. The eventual ferrous contaminations caused 
thereby were removed by washing with hydrochloric acid. This ground glass 
was seperated into 8 specimens, 4 of them by sieving (greater grain sizes) and 
the other 4 by sedimentation (minute grains). 

Fig. 9 shows the photograph of the specimens. The first phial contains 
large fragments of the original glass, phials 2—9 the eight specimens. The 
colour of the specimens becomes steadily whiter, the last specimen already 
seems to be quite white. The tenth phial contains the same material as the 
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ig. 9. Powdered violet coloured glass of grain sizes decreasing to the right. At the extreme 


ight glass of the minutest grain size in.a liquid of approximately the same refraction index. 


‘Ah phial (minutest grains), whetted by a benzene-carbon disulphide mixture, 
"te refractive index of which is very close to that of the glass investigated. 


|he contents of this phial are again quite dark, because of the very substan- 
lally reduced reflexions. 
TABLE III 
lieldc Reflexion in % 
A Grain size 
— cathe i violet green 2537 A 
1 648 12,5 6,0 5,5 
2 463 16,8 9,4 5,9 
3 194 31,7 23,4 5,1 
4 92,9 40,8 31,3 5,1 
5 35,5 54,0 45,7 4,4 
6 21,8 61,5 54,8 5,5 
1 12,37 72,2 65,3 8,0 
8 5,48 17,2 71,6 16,3 


The average grain sizes, measured under the microscope are shown in 
Table III col. 2. The following columns show the reflections in filtered violet, 
green, and 2537 A ultra-violet. The first two measurements were made with 
a selenium photocell, the last one with the same arrangement as for the apatite. 
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% 
00 


=3 a4 =f. O logya 


~ 


10 


0 
(6) +4 #2 +3 loge 
Fig. 10. a) Calculated diffuse reflexion of glass as a function of grain size and absorpti¢ 
coefficient. 
b) Measured diffuse reflexion of glass for three colours. x: im the violet, 0: im the gre 
A: for 2537 A. 


Fig. 10 shows y,, as function of the grain size with a= 0,055. The measure 
points are brought to coincidence with the calculated curve. The absorptic 
coefficients so determined are 6,3 cm~' in the violet, 11,5 cm~ in the gree 
and 550 em" for 2537 A. 


These absorption coefficients were also determined directly for the glas 
The measurements were performed in the visible on a plane parallel pla: 
2,95 mm thick, in the ultraviolet on a foil 30 microns thick. The results we 
6,41 cm™ in the violet, 12,26 cm in the green, 491 cm™ in the ultravio 
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_ The accuracy of the results is quite satisfactory and perhaps better than 
ni be expected. The good agreement may have been caused by chance 
pensation of errors arising from approximations. One of these approxi- 
sions was to assume parallel light, neglecting that the effective path of light 
uugh grains of varying shape is shorter than in parallel layers. This error 
_ yunteracted by neglecting total reflection inside the grains. 

In conclusion it can be said with fair certainty that the measurements 
n calculations give results, which do not differ from the actual vale by 
ae than + 20%. 

In the case of apatite too, the absorption coefficient thus calculated 
3) em™}) is certainly accurate to within + 20 Woe 


Photometering under microscope 


The value for the overall absorption coefficient could be checked by yet 
uther experiment. The previous calculation shows that the light absorbed 
ra single grain (the first grain of a layer) is represented by 1—f,— 71 

Assuming the absorption coefficient = 300 cm™? and plotting this 
qantity versus grain size, the curve of Fig. 11 results. 

The brightness of the individual grains of the fluorescent powder could 
i measured for three grain sizes by photometering them under a microscope. 


‘te experimental arrangement is to be seen in Fig. 12. The grains, illumi- 


© MEASURED 
— CALCULATED 


40 50 60 - 


as measured under the microscope. 


, 10 20 30 
. 11. Averaged brightness of single luminescent grains, 
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nated from behind, seem quite opaque, for they strongly scatter the light ray 
coming from behind because of their irregu'ar shapes. The grains were di 
luminated in front by a monochromatic ultraviole 
me colour as the emission of the powde 
hieved with the same light source, k 
of the same luminescent material, 7 
This background illumination was inte 
vary the background illuminati 
ment the wedge was brought to 
showing equal brightness of t 


persed on a glass slide, il 
and illuminated from behind by the sa 
This background illumination was ac 
the fluorescence of a standard sample 
flected by a suitable mirror and a lens. 
cepted by a neutral wedge which could 
from 1 to 200. In the case of the measure 
position where the contours disappeared, 
Q mercury voporlam| 
M microscope 
_F Fitter 
P Plane mirror 
C Concave mirror 
F Fluorescent powdel 
G Neutral wedge 


| 
j 
| 


Fig. 12. Schematic layout of the apparatus for the measurement of brightness of single gr! 


fluorescent particle with that of the background. The wedge was adjui 
by means of a cogged rod and wheel, the readings were taken on a revolw) 
indicator, which was found to be very convenient. The position of this wi 
indicated the brightness of the individual grains in units, determined by 5 
optics and the geometrical arrangement of the apparatus. The fluctuat 
of the exciting ultcaviolet radiation are here not disturbing, because the ex: 
tion and background illumination are both proportional to the ultrav: 
output of the lamp. 

The results, each the average of the brightness of 200 grains, are plo: 
in Fig. 11. The agreement is satisfactory. 

The measured value of the ultraviolet reflection gives an estimate for 
refractive index of the material. According to the measurements it was 


0,10. Applying the formula 
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| =(*55)" (11) 


, J for normal incidence we get n = 1,93. The reflected light is greater for 
|r angles of incidence, and because the light is reflected on planes inclined 


TABLE IV 


Calculated p cm-+ 


from the parallel from the diffuse 


plate reflexion 
iolet 6,41 6,3 
reen. 12,26 11,5 


337 A 491,0 550 
| 


pte at random, the refractive index is certamly less, than the value so deter- 
raed. We could not find data in the literature for the refractive index of 
yitite for this wavelength. In the visible light the refractive index is appr. 1,64. 

cause of a strong absorption in the ultraviolet, the calculated value of the 


“ractive index seems very plausible. 


| 

Conclusions 

of the synthetic apatite activated by 
in size, the reduced brightness 
c¢ optical properties of the 
escence. 


It was shown that the brightness 
langanese and antimony is independent of the gra 
¢ the smaller grains is caused merely by geometri 
}Wder, and has nothing to do with the process of | 
| The absorption coefficient of a powdered material was measured and 
jumd to be » = 300 + 60 cm 1, 

Here must be mentioned the investigations of Brumbe 
i/\] who found for ZnS - Cu, excited by 3650 A » = 200 cm- 
iIeulations of Benford [4] for the optics of a diffusing medium. 


rg and Pekerman 
1 and the similar 
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ONTHUECKHE CBOHCTBA JIOMMHECIIEHTHbIX MOPODIKOB. 
3. Bono 
(Pe3 0 Me) | 


UsrotopreHve o6pasiloB ofHopofHodi sepHHCTOCTH NocpefcTBOM MOBTOpeHHoro ocax: 
JleHHA 3 HCKYCCTBeHHOTO aNaTHTa aKTHBApOBaHHoro MapraHieM H cypbMoli. BBLIY ycTaHo. 
ByleHa He3aBHCHMOCTb CBeTOBOM OTAaYH sTOrO BellecTBa oT sepHucTocTH. Ii[pwyHHo yMeHb: 
WeHHA H3JIYYeHHA CBeTa ABJIAeTCH YMeHbulaloleeca BcseqcTBHe Ooubuel pediekcHH 
OyKieHHe. BbluHceHHe paccesHHoro oTpaxKeHuA” y MopomKooOpasHbIx BellecTB. IpHm 
HeHHe BLIYHCIeHHA K onpesereHHI0 KosHuHeHTa NorsomeHua. IpoBepka MeTofla ¢ TOMO 
BelllecTBa C H3BeCTHBIM MorsomeHHem. KospuuHeHt MoroMleHHA Y BbIMeEYNOMAHYTOFO Bell 
cTBa: 300 + 60 cm. IIpopepka pesymbTaTa doTOMeTpHpOBaHHeM M0, MAKPOCKONOM. 


| 


UBER EINEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN 
GRAVITATION UND MAGNETISMUS 


Von 
TH. NEUGEBAUER 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von L. Janossy. — Kingegangen 5. TX. 1950.) 


Es wird gezeigt, dass bei kondensierter Materie die Gravitationskraft bei jedem Atom 
in elektrischen Schwerpunkt der dusseren Elektronenhiille und das iibriggebliebene positive 
im gueinander ein wenig verschiebt, infolge der Drehbewegung eines Himmelskérpers tritt 
imzufolge zwangsliufig ein magnetisches Feld auf. Bei kleineren sich drehenden Korpern 
‘gursacht die Zentrifugalkraft auf analoge Weise ein magnetisches Moment. Gegeniiber dem 
jarnett-Effekt, bei dem im Falle einer rotierenden Kugel das magnetische Moment’ zum 
lumen und zur Winkelgeschwindigkeit proportional ist, ist im Falle der neuen Art von Rota- 
onsmagnetismus bei kleinen Kérpern der Effekt zur dritten Potenz der Winkelgeschwindig- 
lit und zur fiinften Potenz des Halbmessers proportional. Bei Himmelskérpern, bei denen 
ie Gravitationskraft den neuen Effekt verursacht, ist er zur Winkelgeschwindigkeit, zur Masse 
ss Himmelskérpers, zur Schwerebeschleunigung und ausserdem noch zum Halbmesser 
jroportional. Zur Erklarung des magnetischen Momentes der Erde ist der neue Effekt nicht 
eniigend gross, es liegt jedoch die Méglichkeit eines Verstarkermechanismus vor, der einen 
ffekt von der gewiinschten Gréssenordnung verursachen kann. 

Im letzten Paragraphen wird eine sehr merkwiirdige numerische Ubereinstimmung 
esprochen, nach der man nicht nur gréssenordnungsmissig sondern fast genau die Grosse des 
rdmagnetischen Momentes erhalt, wenn man als Gedankenexperiment die Spinmomente 
Her die Erde aufbauenden Atomkerne zueinander parallel einstellt. Es liegt jedoch keine 
jis jetzt bekannte theoretische Moéglichkeit vor, welche solch eine Parallelstellung erklaren 


‘Gnnte. 

Einleitung. Die im Zusammenhang mit dem noch ungelésten Problem 
les Erd- und StelJlarmagnetismus in den vergangenen Jahren besonders von 
Blackett [1] geausserten Vermutungen, nach denen ein fundamentaler Zusam- 
menhang zwischen Gravitation und Magnetismus bestehen soll, machen es 
aotwendig, alle theoretischen Méglichkeiten eines solchen Zusammenhanges 


mu untersuchen. Unter Erweiterung der allgemeinen Relativitatstheorie mit 


neuen: Hypothesen wurde von Clark [2] eime Theorie ausgearbeitet, aus der 


tatsachlich der von Blackett vermutete bzw. schon von Wilson [3] angegebene 
theoretische Zusammenhang zwischen dem mechanischen und magnetischen 
Moment eines sich drehenden Kérpers folgt. Analoge, sich auf eine finfdimen- 
sionale Welt beziehende Gedanken riihren von Gido [4] her. Weiter haben 
‘sich ‘Batchelor und Towsend [5]! im Zusammenhang mit dem Problem des 


1Die ersten diesbeziiglichen Gedanken riihren von H. Alfvén her [6]. 


ii 
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| 
magnetischen Momentes der Himmelskérper mit dem bei einer turbulenten 
Bewegung einer leitenden Flissigkeit spontan auftretenden Magnetfelde _ 
beschaftigt. Walen [7] versuchte auf diesem Wege das magnetische Moment 
der Sonne und Bullard [8] das der Erde zu erklaren. Ein anderer Gedanke | 
stammt von Benfield [9], der darauf aufmerksam gemacht hat, dass, wenn 
ein Teil eines Stiick Metalles unter sehr hohem Druck steht, ein kleiner Bruch- | 
teil des Elektronengases notwendigerweise von diesem Teil in den anderen 
unter kleinerem Druck stehenden iibergehen muss, also teilweise eine Ladungs- | 
trennung aufiritt. Da weiter nach der alten Auffassung der Erdkern aus geschmol- | 
zenen Metallen besteht, so muss das Innere des Erdkernes eine positive, der 
aussere Teil dagegen eine negative Ladung besitzen. Diese Auffassung liefert _ 
das richtige Vorzeichen des Erdmagnetismus, die Gréssenordmung ist jedoch | 
wie das schon Benfield vermutet hat, und wir es hier im folgenden berechnen 
werden, viel zu klein. 


Nach der schon erwahnten Hypothese von Wilson [3] sollte nach Analogie — 


des Biot—Savartschen Gesetzes | 


H = —> [v1] ay, 


cr’ 


ein analoges Gesetz fiir das magnetische Feld der sich bewegenden (ungeladenen))_ 
Materie bestehen, also | 


pricier (2)| 


cr® 


wo man, damit die Gleichung auch dimensionell richtig ist, M in Gravitations- 
einheiten aussdriicken muss, also muss man 


M = lem 
: (3) 


setzen, wo g die Gravitationskonstante ist, und m die Masse in der gewéhn: 
lichen Einheit bedeutet. (2) wide tatsachlich die Gréssenordnung des gemesse: 
nen Verhiltnisses von mechanischem und magnetischem Moment der Erde 
der Sonne und das Verhaltnis dieser zwei bei dem Stern 78 Virginis von Babcoch 
[10] gemessenen Gréssen einwandfrei erklaren. Doch kann, wie das Messungs: 
ergebnisse zeigen, bei Translationsbewegungen (2) unméglich bestehen, e1 
wire also nur noch iibrig anzunehmen, dass ein solcher Zusammenhang blosi 
bei Rotationsbewegungen auftritt. Diese Auffassung fihrt jedoch zu Wider 
spriichen mit der Relativitatstheorie. Analoge Verhiltnisse liegen beim Neutron 
jedoch tatsachlich vor, das ein magnetisches Moment hat, ohne eine Laduny 


} , < 
= 
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u besitzen. Bei emem Elementarteilchen fallen jedoch die erwahnten theoreti- 
chen Schwierigkeiten grésstenteils weg, ausserdem entsteht nach der Wick- 
chen Hypothese das magnetische Moment des Neutrons auf die Weise, dass das 
Yeutron virtuell in ein Proton und ein Meson oder analog in andere Elementar- 
eilchen zerlegt ist. 

Nach Sutherland [11] kénnte man das magnetische Moment der Erde 
anter Annahme einer positiven Ladung des Erdinneren umgeben von einer 
aegativen Hiille erklaren. Diese Auffassung hatte den grossen Vorteil, dass 
lie Erde danach im ganzen elektrisch neutral sein kénnte, wie das ja auch 
tatsachlich der Fall ist; zur Erklarung des Erdfeldes miisste man jedoch so 
grosse Ladungen annehmen, dass daraus ein Gradient von der Grosse 108 Yor 
folgen wiirde, und kein bekannter Isolator besitzt eine so grosse elektrische 
Festigkeit. 

Als einzige bekannte Ursache derzufolge ein sich drehender Kérper ein 
magnetisches Moment besitzt, ware der Barnett-Effekt zu betrachten. Wie 
jedoch Chapman und Bartels [12] gezeigt haben, liefert dieser Effekt zwar 
das richtige Vorzeichen ist jedoch um 10 Gréssenordnungen zu klein. 


Im folgenden soll ein bis jetzt nicht beachteter Effekt besprochen werden, 
der ohne Einfaéhrung von willkirlichen Hypothesen zwangslaufig zu emem 
Zusammenhang zwischen Gravitation und magnetischem Moment fihrt. 


| § 1. Nehmen wir an, dass es sich um so dicht gepackte Materie (feste 
Kérper, Flissigkeiten, sehr stark verdichtete Gase) handelt, dass infolge des 
Pauliprinzips die Abstossung der Ladungswolken die Entfernungen der Atome 
oder Ionen bestimmt. Unter der Wirkung der Gravitation wird erstens eine 
solche Materie selbstverstandlich etwas zusammengepresst, andererseits werden 
jedoch die Atomkerne (samt der imneren Elektronen) in der Richtung des 
Gradienten des Gravitationspotentials im Verhaltnis zu ihrer Elektronenhiille, 
die wegen der Abstossung der Nachbaren infolge des Pauliprinzips (Fermi- 
_abstossung) ihnen nicht folgen kann, etwas verschoben, und daraus folgt eine 
Art Polarisation infolge des Gravitationsfeldes einfach aus dem Umstande, 
‘dass die vorhandene Masse grésstenteils an positive Ladungen gebunden ist. 
In einem normalen Gase entsteht diese Erscheinung jedoch nicht, weil in ihm 
die ungestérte Elektronenhiille der Bewegung der Atomkerne augenblicklich 
folgt. Anders ausgedriickt entsteht dort nun eine Massenverteilung entsprechend 
der barometrischen Héhenformel ohne Polarisationserscheinungen. Die Ver- 
haltnisse werden jedoch wieder anders, wenn Gasatome auf eine starre wag- 
rechte Oberflache aufprallen. 

Nehmen wir also an, dass das fragliche Atom oder Ion acht dussere Elektro- 
nen besitzt, und bezeichnen wir die Masse des Atomkernes mit M und das 


a 


il 


| 
| 
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innere elektrische Feld, das infolge der Polarisation von diesem Atom auftritt, 
mit E. Die Polarisation wollen wir jetzt vereinfacht unter der Annahme betrachten, | 
dass die aussere Elektronenachterschale und der Kern samt der inneren Elek- 
tronen im Verhaltnis zueinander verschoben werden. Aus der Gleichheit der 
Krafte folgt ‘| 


Mg = 8eE, (4) 

wo g die Gravitationskonstante und e die Elektronenladung bedeutet. Aus (4)) 
erhalten wir | 
ee 
8e © 


Weiter muss die Energiegleichung bestehen 


E = (5) 


<aE* = >Mgl, (6 


wo 1 die Verschiebung des Kernes infolge der Gravitation und a die Polarisier- 
barkeit des Atoms, bei dem wir nur die aussere Achterschale als deformabel 
angenommen haben, was in sehr guter Naherung den wirklichen Verhaltnissen 
entspricht, bedeutet. Aus (6) folgt fiir 1 


| 


5 ES 
r= Mz (7 
und mit Hilfe von (5) 
Mga 
= Ghe? * (8) 


Alle Ladungen beschreiben einen Kreis infolge der Umdrehung der Erde 
Bezeichnen wir mit N die Zahl der Atome in der Volumeneinheit, so haben wii 
8Ne negative und um die Strecke | verschobene ebensoviele positive Ladungen 
also die Stromdichte 


8Ne | 


wo T = 86164,1 sec die Lange des siderischen Tages bedeutet. Far das voi 
den Elektronen erzeugte magnetische Moment folgt : 


} 
50) Ef ie Een VS 
pet ee Sag en ss 


und fiir das von den positiven Ladungen erzeugte 


a paste) ee (ul 
c 


-be z ? 
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}) r die Entfernung von der Erdachse bedeutet. Aus (10) und (11) folgt 

«dlich 

2arl’ 8Ne 
c b sis 


B= Pi— Pa = (12) 


2) muss jetzt tiber das Volumen einer Kugelschale integriert werden. Zu 
em Zwecke fiihren wir ein rdumliches Polarkoordinatensystem ein, dann folgt 


r=RsinO 

aa 2 So (13) 
iso erhalten wir das Integral 

1 290 

peatodt SNe! inl R® sin? e100 AR 
ey 
0 0 
1282? NelR? 


Das ist das magnetische Moment einer Kugelschale. Um die ganze Erde 
aus solchen Kugelschalen zusammensetzen zu kénnen, miissen wir noch vor 
der Integration / als Funktion von R ausdriicken. Zu diesem Zwecke wollen 
wir zuerst annehmen, dass die Erde eine Kugel von homogener Dichte ist. 
Fiir das Gravitationspotential folgt dann 


V = 2nfx (Rot — +R’), (15) 


wo R, den Halbmesser der Erde und x die homogene Dichte bedeuten. Aus 
(15) folgt fiir die Kraft 


dV 4a 
also haben wir auf der Oberflache der Erde 
An 
Rein agate: (17) 
Aus (16) und (17) erhalten wir 
er R, . (18) 


und wenn wir dieses Resultat in (8) einsetzen 


2Magy 

seit OO Rp, 19 
128e? Ry a 
4 Acta Physica 


7 | 
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\} 
Endlich kénnen wir mit Hilfe von (19) in (14) die Integration nach R i 


ausfihren 


\ 


R, R, | 
~ | 

a _ 2n°NMag, | . =F 20*NMago : 
m= J Ko (R) dR = ~ 3eTeR, J RdR = > Veeroa R,! . (20) | 
| 


\ 
| 
Wir sehen also, dass ein sich drehender Kérper infolge seines eigenen Gra- : 
vitationsfeldes und der immer vorhandenen Polarisierbarkeit seiner Atome zwangs- | 
ldufig ein magnetisches Feld erzeugt. \f 
§ 2. Eine weitere Frage ist, wie die Verhdltnisse bei relativ klemen _ 
sich drehenden Kérpern sein werden, wo also nicht die Gravitation, sondern — 
die Zentrifugalkraft die Hauptrolle spielt. Selbstverstandlich kann man rela- 
tivistisch das Zentrifugalfeld ebenfalls als ein Gravitationsfeld auffassen, doch 
besteht der Unterschied, dass das Gravitationsfeld eine Kugel zusammenzu- — 
ziehen bestrebt ist, wozu jedoch die Méglichkeiten beschrankt sind, die Zen- 
trifugalkraft will sie jedoch ausdehnen. Die Atomkerne kénnen also bis zu einem 
gewissen Masse die Elektronenwolken mitnehmen, da jedoch nach der quanten- | 
mechanischen Theorie der chemischen Bindung die Elektronenwolken gebun- { 
dener Atome sich tiberlappen miissen, so ist doch auch hier die Méglichkeit 
gegeben, dass die Atomkerne relativ zu ihren Elektronenwolken infolge der 
Zentrifugalkraft verriickt werden. 

Bezeichnen wir mit @ die Winkelgeschwindigkeit des sich drehenden | 
Kérpers, dann erhalten wir unter alleiniger Beriicksichtigung der Zentrifugal- 
kraft statt (4) und (6) die Gleichungen 


Mo?*r = 8eE (21) 


und 
eat 5 = + Mom (22) | 
24 2 
und mit Hilfe von ganz analogen Rechnungen, welche zu dem Resultat (20) 
fiihrten, erhalten wir jetzt 


No? Man 
~ Sec Fy. (23) 


m = — 


Es ist interessant, (23) mit dem infolge des Barnett-Effektes auftreten- 
den magnetischen Momente zu vergleichen. Bekannterweise ist dies letztere 
Moment zu dem Volumen der Kugel und zur Winkelgeschwindigkeit propor- 
tional. Nach (23) ist dagegen das aus dem neuen Effekt folgende magnetische 
Moment ausser zu dem Volumen der Kugel und der dritten Potenz der Winkel- 
geschwindigkeit noch zu dem Quadrat des Halbmessers proportional. Das 
Jetztere Moment wird zwar in den meisten Fallen gréssenordnungsmassig 
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jeer als das vom Barnett-Effekt verursachte sein, da man jedoch in neuerer 
jit schon enorm hohe Drehgeschwindigkeiten herstellen konnte, so ist eben 
‘egen der Abhangigkeit von der Winkelgeschwindigkeit die Méglichkeit vor- 
jmden, (23) auf experimentellem Wege zu verifizieren. 


§ 3. Jetzt wollen wir noch das aus (20) folgende magnetische Moment 
or Erde berechnen. Da die naher zur Oberflache liegenden Schichten die Haupt- 
lle spielen werden, so wollen wir hauptsdchlich deren numerische Daten 
eniitzen. Als mittleres Atomgewicht der SiAl und SiMa Schichten fiihren 
ir 27 ein, daraus folgt fir die mittlere Kernmasse M = 36,3 - 104g. Fiir N 
olgt unter Annahme einer mittleren Dichte 5,5 der Wert 1,5 - 107°. Wenn 
rir diese Zahlenangaben fir N und M und fir die tibrigen in (20) stehenden 
rréssen die bekannten Werte einsetzen, so folgt 


m — 10°, (24) 


ilso ebenso wie bei Beriicksichtigung des Barnett-Effektes ein gréssenordnungs- 
nassig zu kleier Wert, weil das gemessene Moment der Erde 7,9 - 102° elst. 
imh. betragt. Es ist aber zu bemerken, dass der hier besprochene Effekt das 
sichtige Vorzeichen liefert ebenso wie der Barnett-Effekt, was man gleich 
sinsieht, wenn man bedenkt, dass das Erdfeld dasselbe Vorzeichen besitzt, 
wie wenn es von von Westen nach Osten sich bewegenden negativen Ladungen 
verursacht ware; und das ist hier tatsachlich der Fall, weil ja die Schwer- 
jpunkte der Elektronenwolken den grésseren Kreis beschreiben. 

Ausserdem besteht bei dem neuen Effekt der grosse Unterschied gegen- 
iiber dem Barnett-Effekt, dass, wie wir das in §5 sehen werden, ein Ver- 
‘stérkermechanismus denkbar ist, mit dessen Hilfe das tatsachlich gemessene 
‘Moment auftreten kann. 

§ 4. Jetzt wollen wir noch das magnetische Moment der Erde berechnen, 
das nach dem Gedankengange von Benfield (1. c.) auftreten muss. Wir nehmen 
also nach der alten Auffassung iiber die Konstitution des Erdinnern an, dass 
die Erde einen sehr dichten aus geschmolzenen Schwermetallen und zwar 
hauptsachlich aus Eisen bestehenden »Kern« besitzt, der von einer noch gréss- 
tenteils metallischen »Zwischenschicht« umgeben ist. Nach einer neueren Auf- 
fassung sollte das Erdinnere grésstenteils aus »Sonnenmaterie« bestehen [13]. 
Wir wollen hier jedoch auf diese Frage nicht naber eingehen und bemerken 
nur, dass unser weiter unten besprochene Gedankengang mutatis mutandis 
auch auf diesen Fall anwendbar ist, da ja z. B. auch der Wasserstoff unter 
sehr hohem Druck metallische Eigenschaften annehmen muss [14]. 

Nehmen wir also an, dass die Erde einen Kern vom Halbmesser R, um- 
geben von einer Zwischenschicht vom Halbmesser R, besitzt und dass infolge 
des sehr grossen Druckes im Kern nach dem Gedankengange von Benfield 


At 


] 
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Leitungselektronen in die Zwischenschicht verdrangt werden. Einfachheits- _ 
halber wollen wir weiter annehmen, dass die daraus folgende elektrische Dichte _ 
in beiden Erdschichten homogen ist und bezeichnen die positive Dichte im 
Erdkern mit @,, und die negative in der Zwischenschicht mit Q,. 

Zur Berechnung der elektrostatischen Energie dieses Gebildes bendtigen 
wir zuerst das auftretende Potential als Funktion der Entfernung vom Erd- — 
mittelpunkt, die wir mitr bezeichnen. Von r= 0 bis r = R, folgt bekannterweise | 

y 


Ar? r’? dr’ r’?2 dr’ 
VA) Seat i} 4m 01, a4 4K Os ae 
r R, 


4 2 
me = o, + 2ae, (Ry? —r*) + 2m, (R.2 —R;,’) (25) 


und von r=R, bis r= R, 


_ 4ARin 4 (r°— RS) a 


a a Q2 + 20 Qs (R.* —r’). (26) 


Zur Berechnung der elektrostatischen Energie fiir den von r= 0 bis r= R, 
reichenden Teil miissen wir (25) mit 4zr%dr -@, multiplizieren und dann integ- 
rieren ; bezeichnen wir diesen Teil der elektrostatischen Energie mit E,, dann 
folgt 

se aU 


1 16 
lips ms V,(r)Q,4ar?dr = — n70,7R,° + 20102 (R.? — Rj’) 


i an 


oder wenn wir mit Q, = 4R,°7@,/3 die ganze Ladung des Erdkernes bezeichnen | 


FE, = $F + mes (Rt —R) Oy (28) 


Analog folgt fiir die elektrostatische Energie der in der von r= R, bis Ry | 
reichenden Kugelschale enthaltenen Ladung 


hoe i J V,(r) 0242 r2dr = «mes o2R,? (R.* — R,*) 


- ee. 


4 (4R,5 + 6R,5 — 10R,*R,?). (29) 


Das erste Glied in (29) ist selbstverstandlich mit dem zweiten in (27) 
gleich, das zweite (elektrostatische Energie der Zwischenschicht) kénnen wir 
gleich angeben, wenn wir analog zu unserer Grisse Q, die Bezeichnungen 


Qv = og und O.= (Re — Re’) 0s (30) 


: 


‘ 

| 

| 
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| 
ifiihren. Es folgt dann fiir diese Energie 


Yi 2 2 
. Se ” 2 Se 2m. (R,2 — Ry’) 0s. (31) 
j:zen wir die in (30) definierten Grdssen in (31) ein, so erhalten wir tatsachlich 
Is zweite Glied von (29). 

Ein weiteres Problem ist die Berechnung des von dieser Ladungsverteilung 
folge der Erddrehung verursachten magnetischen Momentes. Zu diesem 
vecke wollen wir einfachheitshalber annehmen, dass 0, = — Q, ist, also dass 
2 Ladungsdichte im Kern und in der Zwischenschicht nur ihrem Vorzeichen 
ich verschieden ist ; wir bezeichnen ausserdem die Zahl der in der Volumen- 
aheit enthaltenen Elektronen bzw. Licher mit n, also haben wir 0, = —ne 
id @, = ne. Fiir den von der Erddrehung durch eine Flache von einem cm? 

einer Entfernung d von der Erdachse verursachten Strom folgt dann 


i = Ind a (32) 
ieser Strom erzeugt ein magnetisches Moment von der Grosse 
if 2n7d° ne 
ae a c pe CG 


enn wir d mit Hilfe von r ausdriicken, also d =r sin @ setzen, so kénnen 
ir (33) tiber eine Vollkugel integrieren 


au R mw R 
273 cin3 
mt, = | J uraoar = vil i — e 7 dOdr 
0 0 0 0 


_ 4 2n'ne Re 

pneu hPa, (34) 
nalog folgt fiir eine Kugelschale 

_4 2ntne R,*— R,! . f 
"hee aah or 5 3?) 

ud weiter fiir das ganze magnetische Moment 

2n’2ne R,E—R,S—R> 4 

oS sia ls 7 ae Ra (36) 


oraus man 7 berechnen kann 


ISeT" (Ht, — 1) (37) 


” = Sate (Ry — Ri — Ri)” 


enn das Moment m bekannt ist.- 
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genden aus der geophysikalischen Literatur bekannten Zahlenangaben: Halb- 
messer des Erdkernes R, = 3470 km und Halbmesser der dusseren G 
der Zwischenschicht gleich 5170 km. Da wir jedoch erstens angenommen haben, 
dass die Dichten der positiven und negativen Ladungsverteilungen nur ihrem 
Vorzeichen nach verschieden sind, und zweitens da die Erde im ganzen elektriseh 


: . o. . a b. : 
Zur numerischen Auswertung unserer Ergebnisse beniitzen wir die fol- 


' 
neutral ist, so kénnen wir diesen letzteren Halbmesser nicht einfach unserer) 
Grésse R, gleichsetzen, sondern kénnen die Zwischenschicht nur so weit vom 


- — 


Kern mit einer negativen Ladung versehen uns vorstellen, bis die positive 
Ladung des Kerns gerade kompensiert ist, also bis zu einer Kugelflache, die! 
das doppelte Volumen des Erdkernes enthalt. Den Halbmesser der letzteren) 
kénnen wir dann mit unserer Grésse R, identifizieren. Aus der Berechnung 
folgt R, = 4372 km. Statt (37) haben wir dann 


15cTm 


~ Bare (Ry° — 2R,°) ie) 


Mit Hilfe des bekannten magnetischen Momentes der Erde (M = 7,9 - 1025), | 
folgt endlich fiir n: : 


n = 1,37- 10°. (39) 


Weiter kénnen wir jetzt, da infolge von (39) die elektrischen Dichten 
bekannt sind, die ganze elektrostatische Energie berechnen. Aus (28) und 
(29) folgt 


| 

E=E,+E,= = > oo + 202 (R2? — R,*) Q: + 
+ Ste! f ans + 6R, —10RR }, (40)| 
Qa = SEIS Cis. (Ci ae re und 0: = ne (a1) 


ist. Setzen wir alle unsere numerischen Ergebnisse in (40) ein, so folgt fiir die. 
elektrostatische Energie 


E = 5,46 - 10*erg . (a 


Wir wollen jedoch noch unsere numerischen Berechnungen fiir ein anderes 
und physikalisch vielleicht noch mehr plausibles Modell durchfihren. | 
nehmen selbstverstandlich wieder an, dass der Erdkern eine positive Lad 
besitzt, der angrenzende Teil der Zwischenschicht soll jedoch elektrisch new’ 


ee ee 


| 
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j, und die negative Ladungsdichte soll in demselben nur von einem solchen 
[,bmesser an auftreten, dass zwischen der von diesem bestimmten Kugel- 
zhe und der dusseren Grenze der Zwischenschicht gerade das Volumen des 
akernes enthalten ist, damit das ganze Gebilde wieder elektrisch neutral 
In (37) miissen wir dann die folgenden numerischen Werte einsetzen : 
i R den Halbmesser des Erdkernes also R = 3470 km, fiir R, den dusseren 
( bmesser der Zwischenschicht R, = 5170 km und endlich fir R, den Wert 
55 km. Aus (37) folgt dann 


n = 6,96 - 10°. (43) 


Statt (40) miissen wir, wie leicht ersivhelicks jetzt die folgende Forme — 
<litzen. 


2 r 2 2 
= 2 s + 2m. (R.*—R,’) Q + “5 (aR! + 6R,5— 10R,R,", (44) 
vi 
4R? 4R° 
Oa a= 5 Re (45) 


«, Die numerische Auswertung von (44) gibt 
| E = 2,33 - 10* erg. (46) 


io Vergleich von (39) und (43) bzw. (42) und (46) zeigt also, dass beide 
\thoden zm gréssenordnungsmissig gleichen Resultaten fihren. 

Andererseits folgt fiir die Zahl der iiberschiissigen Elektronen bzw. der 
2s dem Erdkern entfernten Elektronen 


fy Ox ae n = 2,20 - 10%. (47) 


‘as Volumen, das ein Leitungselektron in einem Metall einnimmt [15], das 
lektronenvolumen«, ist von der Gréssenordnung 10—24 cm* und fir die 
‘ruckdifferenz zwischen Erdkern und Zwischenschicht kénnen wir die Gréssen- 


T 


| 12 
idnung 10° Atm ~ et th annehmen. Multiplizieren wir mit diesen 
cm 


ahlen (47), so folgt fiir die Gréssenordnung der im betrachteten Prozess frei 
pwordenen Gravitationsenergie 
Ecrev ~ 10** erg. - (48) 


sin Vergleich mit (42) bzw. (46) zeigt also gleich, dass, wenn wir auch annehmen 


3 
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wiirden, dass die ganze bei dem betrachteten Prozess frei gewordene Gravitations- 
energie nur in elektrostatische Energie verwandelt wird, auch dann die zur 
Verfiigung stehende Gravitationsenergie zur Erklarung der Grésse des magne- 
tischen Momentes der Erde noch um siebzehn Gréssenordnungen 2u klein 
ware. Man kénnte also das letztere mit Hilfe des in diesem Paragraphen 
besprochenen physikalischen Prozesses nur auf dem Wege erklaren, dass man 
das Vorhandensein eines bis jetzt noch unbekannten besonderen Verstarker- 
mechanismus annehmen wide. 


§ 5. Wir kommen jetzt auf den im ersten, zweiten und dritten Para- 
graphen besprochenen neu hergeleiteten Zusammenhang zwischen Gravitation 
und magnetischem Moment zuriick und wollen untersuchen, ob bei diesem 
Effekt nicht ein Verstarkermechanismus denkbar ist, mit Hilfe dessen man 
die Gréssenordnung des magnetischen Momentes der Erde und der tbrigen 
Himmelskérper erklaren kénnte. 


Infolge des neuen Effektes tritt wegen des Gravitationsfeldes bei kon- 
densierter Materie zwangslaiufig eine kleine elektrische Polarisation auf. 
Andererseits gibt es eine Klasse von ferroelektrischen Kérpern, bei denen 
tatsachlich der Polarisationszustand sich selbst aufrechterhalt d.h. dass die 
Wechselwirkung der polarisierbaren Molekiile oder Atomgruppen so gross 
ist, dass eine einmal erzeugte Polarisation sich infolge der gegenseitigen Beein- 
flussung der in diesen Atomgruppen induzierten elektrischen Momente bis 
zu einem gewissen Sattigungszustand verstirkt, und demzufolge kleine Ele- 
mentargebiete solcher Kérper immer bis zur Sattigung polarisiert sind. Man 
kann jedoch sagen, dass feste Kérper, welche diese Eigenschaft besitzen, 
eine Ausnahme sind. Andererseits ist zu bedenken, dass das elektrische Feld 
eines Dipols zur dritten Potenz der Entfernung umgekehrt proportional ist, und des- 
halb bei der Annaherung von solchen polarisierbaren Atomgruppen ihre Wechsel- 
wirkung mit abnehmender Entfernung sehr schnell wachst. Es ware deshalb- 
denkbar, dass bei unter sehr grossem Druck stehender Materie der von dem 
neuen Effekt zwangsweise gelieferte Polarisationszustand sich auf diesem Wege 
verstirken kénnte, und das liefert eine neue Méglichkeit zur widerspruchs- 
losen Erklarung des erdmagnetischen Momentes. 


Eine interessante Frage ist noch, wie gross die maximale relative Ver- 
schiebung des elektrischen Schwerpunktes der Elektronenachterschale und 
des iibriggebliebenen positiven Ions sein miisste, um das erdmagnetische Moment 
erklaren zu kénnen. Aus (19) folgt fiir den maximalen Wert von | 
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Dieses Resultat setzen wir in (20) ein 


_ 128el,Na?Ro* 
-, ferloce et 
Daraus kann man /, berechnen : 
lh 15mcT (51) 


™ J28eNx?R,* 


Setzen wir in (51) fir m das gemessene magnetische Moment der Erde 
und fiir alle anderen Gréssen auf der rechten Seite die bekannten Werte ein, 


so folgt 
l~¥%,. 10° cm. (52) 


§ 6. Zum Schluss wollen wir noch die Frage besprechen, wie gross das 
magnetische Moment eines Atoms der »Erdmaterie« sein miisste, wenn wir 
als Gedankenexperiment annehmen wiirden, dass das erdmagnetische Moment 
eine Folge der untereinander parallel gerichteten Momente der einzelnen Atome 
ist. Zu diesem Zwecke wollen wir zuerst annehmen, dass jedes Atom der die 
Erde aufbauenden Materie gerade ein magnetisches Moment von der Grosse 
eines Kernmagnetons besitzt, und alle diese Momente untereinander parallel 
gerichtet sind. Dann folgt 


yee eh AR?@aN 
eaten Anpce 3 ° (25) 


wo jetzt y die Masse eines Protons bedeutet, und alle anderen Symbole die 
in dieser Arbeit eingefiihrte Bedeutung haben, abgesehen von N, mit dem wir 
jetzt die durchschnittliche Zahl der Atome in 1 cm? Erdmaterie bezeichnen. 
Setzen wir N ~ 0,7 - 1075 in (53) ein, so folgt 


Mm’ = 25 + 10%. ' (54 


Bekannterweise betrigt das magnetische Moment der Erde 7,9 - 1075 
elst. Einh., sodass wir rund den dreifachen Wert erhalten haben. Man kénnte 
mwar denken, dass Atome, die tatsachlich eim magnetisches Kernmoment 
besitzen, nur einen geringen Bruchteil der materiellen Zusammensetzung der 
Erde ausmachen werden, weil ja in der Natur die Atomkerne mit gerader 
Protonen- und Neutronenzahl die am weitaus haufigsten sind. Das ist jedoch 
‘nicht so, weil das Al, das 8,1°% des uns zuganglichen Teiles der Erdkruste 
_ [16], ein Moment von + 3,628 Kernmagnetonen besitzt [17] und 
das Na, das mit 2,75% vertreten ist, ein Kernmoment gleich + 2,216 besitat. 
Es ist sehr merkwiirdig, dass man unter der Annahme, dass die ganze Erde 
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analog autgebaut ist, fiir das magnetische Moment der Erde nicht nur eimen 
gréssenordnungsmassig richtigen Wert, sondern einen numerisch sehr guten 
namlich 8,8 - 1025 erhalt. Das ist um so auffallender, weil die Beriicksichtigung 
von allen anderen Méglichkeiten zur Erklarung des magnetischen Erdmomentes | 
um viele Gréssenordnungen zu kleine Ergebnisse liefert. 


Andererseits ist garkeine physikalische Weclaclyiteee denkbar, welche 
eine solche Art von Kernmoment-Ferromagnetismus bei normaler oder sogar | 
hoher Temperatur erklaren kénnte. Eine mechanische Wechselwirkung zwischen | 
der Erde als Kreisel und der Drehimpulse der Atomkerne ware gegeniiber 
der thermischen Energie viel zu klein, und die Parallelrichtung der Drehim- 
pulse der Atomkerne zu dem der Erde wiirde auch ein unrichtiges Vorzeichen 


liefern, weil die erwahnten Kernmomente des Al und Na positiv sind. 


Eine weitere Méglichkeit, an die man noch denken kénnte, ware die, | 
dass bekannterweise die Wechselwirkung zwischen Keznmoment und Kristall- 
giiter nur sehr gering ist, so dass theoretisch eine lange Relaxationszeit bei 
solchen Prozessen aufiritt. Also ware es vielleicht méglich, das erdmagnetische 
Moment als ein Uberbleibsel der vergangenen geologischen Zeiten zu deuten, 
das noch nicht ganz abgeklungen ist. Doch sind dazu die theoretischen Relaxa- 
tionszeiten immerhin zu klein. Waller [18] erhielt aus seinen Rechnungen 
fiir nichtmetallische feste Kérper bei Zimmertemperatur 104 sec und bei 1°K 
101” sec fiir diese Relaxationszeiten. Dazu kommt noch, dass die tatsachlich 
gemessenen Relaxationszeiten noch viel kleiner sind und auch bei der Tem- | 
peratur des fliissigen Heliums nur einige Sekunden betragen, wofir man ferro- 
magnetische Verunreinigungen verantwortlich macht [19]. Drain [20] erhielt 
bei Zimmertemperatur Werte zwischen 0,1 und 0,005 sec. 
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j HOBOE COOTHOMEHHE MEXKDTY THFTOTEHHEM H MATHETH3MOM 
* iS T. Heiiredayep 
(Pe3 0 Me) 


_ B Hactosulet paGote AokasbiBaeTca, 4TO B CIyYae KOHAeHCHpOBaHHoro BelilectBa oJIeK- 
pHYeCKHH WeHTp TAXKeCTH BHeMIHeH gIEKTPCHHOK cOoNOYUKH HM OCTaIbHOM MoO KHTeIbHBIA 
HCH MOA BIIMAHHEM CHIBI TATOTCHHA B KadKOM aTOMe HeMHoro NepeMeLjawTcaA Mo OTHOMeHHIO 
pyr K apyry. Iloatomy, BeneqcTBHe BpallleHuA HeGecHoro Tela, AOJKHO Co3sqaBaTbcA MarHu- 
RE MoMeHT. Y HeOoNbWHX BpallawMUxcA Tel WeHTPCcOexHaA cua aHaJlorH4yHbIM oOpa3s0mM 
_ ecsqaeT MarHHTHBI MoMeHT. B mpoTHBONoN0%KHOcTh a@ipekTy BapHetra mpH KoTOpoM cosqal0- 
iulica B cyyyae Bpalllalwllerocn wapa MarHHTHbI MoMeHT IIpoMopuMoHaseH oObéMy UH 
 YruoBOH cKOpocTH, Y HOBOrTO poya poTayHOHHorO MarHeTH3Ma gippeKT MpoMopiHoHaseH Tpe- 
_ The cTemeHM YrJIOBo cKOpocTu H NATO cTeneHH pafuyca. Y HeOecHbIxX Te sTOT aeKT NpH- 
SHHAeMBY TATOTeHHeEM, MpatlopuHoHameH Macce HeOecHoro Tela, rpaBHTallHOHHOMY yYCKO- 
peHHto wv paguycy. Jia o6bsacHeHHA MarHHTHOrO MOMeHTa 3eMJIM BeJIMYHHa HOBOrO apekta 
HewoctaTouHa, OfHaKO HMeeTCH BOSMO>KHOCTb CYILeCTBOBaHHA YCHJIMTebHOTO MeXaHH3Ma, 
enoccOHcrd MpousBosUTh speKT xKeTaeMoro MOpAAKa. 


q B mocnefquem naparpade oOcy>KfaeTcaA MopasHTeIbHoe HyMepHyecKoe coracHe, CooT- 

CTBEHHO KOTOPOMY MosyuaetTcsn, He TOMbKO 10 NOpAAKY Ho C MOUTH CoBepmMleHHO TOUHOCTLN, 
MarHHTHBIt MOMeHT 3eMJIH, eCIH B poe MbICeHHOrO 9KCMepHMeHTa CTABHTb MapaJiesbHO 
_MapHHTHble MOMeHTHI BceX COCTaBIAIOMIMX 3eMJ1I0 ATOMHBIX Afep. OfHaKo flO cHX Mop He H3Be- 
eTHa TeopeTH¥ecKad BOSMO)KHOCTb, NOAXOAAMaA WIA HCTONKOBAHHA TaKorO NapasieM3Ma. 


ee 2h me - 
fot abate ode 


; 7 ‘ jin . . ‘sf Y raat 
7 Y vi “ _ , 
" ait i ad i Ae nme f 


‘a : : aida te it 
! . 7 a >" of rat 


} ; is é r micah IES TWEET BONY oe Bad 
; c “ " ri ye aye a Weng 
f oad a n oy eee ghana) eer iff * 
dish , wid nice Siete RRB bk port 


pia ene Cle A peer 
a r + . ‘ ‘ AZ 
: c . eh Milghyty 18 % ad pire 


4 120FG2 J i i 
: ‘ eer on ee rr 1 he Mee oot dT OP none 
fis P . “ . itp. oll » wp W 4! Pe 
r 3 i ; fo* va@tuniae™ ae | 


lg poten! Be Eh PV et hea 


ZU DEM PROBLEM DER NULLPUNKTSUNRUHE 


Von 


TH. NEUGEBAUER 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Vorgelegt von K. Novobatzky. — Eingegangen 5. IX. 1950.) 


Nach einer Ubersicht der Methoden, die es gestatten, das tatsachliche Vorhandensein 
der Nullpunktsschwingung zu verifizieren, wird die Frage besprochen, ob es sich dabei um 
eine gleichmissige Verschmiertheit oder ein tatsachliches Pendeln handelt; theoretische 
Erwagungen sprechen fiir die erstere Auffassung, doch hat man in neuerer Zeit versucht, 


einige sonst unverstandliche experimentelle Resultate nach der letzteren zu deuten. Aus der 
Besprechung der Methoden, die es ermdéglichen wiirden, diese Frage zu entscheiden, wird 
gefolgert, dass das beste diesbeziigliche Verfahren die Messung der Depolarisation bei der Licht- 
zerstreuung des Methans ist. Es wird bewiesen, dass die relative grosse Kerrkonstante des 
Methans kein Orientierungs-, sondern ein Voigteffekt ist und man demzufolge aus dem Vor- 
handensein dieses Kerreffektes nicht den Schluss ziehen kann, dass das Methanmolekiil auch 
einen relativ grossen Depolarisationsgrad bei der Lichtzerstreuung besitzen muss. Die Kerr- 
konstante kann also nicht als ein Beweis des Pendelns betrachtet werden. 


Bekanniterweise kann man das tatsachliche Vorhandensein der aus der 
Wellengleichung des harmonischen Oszillators folgenden Nullpunktsenergie 
auf experimentellem Wege nur mit ziemlich grossen Schwierigkeiten verifizieren. 
Das riihrt in erster Linie davon her, dass man immer nur Differenzen von 
Energien messen kann, und aus denen fallt die Nullpunktsenergie selbstver- 
standlich heraus. Man ist also auf andere Methoden angewiesen, und die zur 
Zeit besten diesbeziiglichen Verfahren sind die réntgeninterferometrischen 
Messungen an festen Kérpern. Das von einem Kristall verursachte Diffraktions- 
bild andert sich zwar infolge des Vorhandenseins der Nullpunktsunruhe nicht, 
die gestreuten Intensitaten werden jedoch geandert. Wenn man also den Atom- 
formfaktor theoretisch kennt (z. B. die Ladungsverteilung nach dem Hartree- 
schen Verfahren berechnet), so muss dieser theoretische Atomformfaktor 
von dem aus den Messungsergebnissen berechneten etwas verschieden sein, 
weil ja die Nullpunktsunruhe im Falle des letzteren die Ladungsverteilung 
in der Umgebung eines Atomkernes noch weiter verschmiert [1]. Anders gesagt 
driickt die bekannte Gleichung 


fD=fe ™, (1) 


in der D = e~™ der Debyesche Temperaturfaktor ist, die scheinbare Anderung 
des Atomformfaktors infolge der thermischen Unruhe aus. M enthalt dabei 
auch die Wirkung der Nullpunktsschwingung. Die sehr sorgfaltigen Messungen 
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von James, Brindley und Wood [2] an Aluminiumkristallen haben tatsachlich 
das Vorhandensein der Nullpunktsunruhe eindeutig verifiziert. Analog wurde 
das Vorhandensein dieses Effektes von James und Brindley [3] bei Sylvin, | 
von Shonka [4] an NaF, von James, Waller und Hartree [5] an NaCl und yon 
Rusterholz [6] an Ag, Pt und Au nachgewiesen. Ausserdem deuten auch die 
an CCl, im Gaszustande durchgefiihrten Elektronendiffraktionsversuche von) 
Degard und van der Grinten [7] auf das tatsachliche Vorhandensein der Null- | 
punktsschwingung hin. | 

Eine weitere diesbeziigliche Methode ware, die gemessenen Gitterkon-) 
stanten von festen Kérpern mit den rein theoretisch berechneten zu vergleichen, 
weil die (positive) Nullpunktsenergie zu der (negativen) Gitterenergie algebraisch 
addiert werden muss, und das fiihrt zu einer Vergrésserung der Gitterkon- 
stante. Die Dynamik der Kristallgitter ist aber noch bei weitem nicht in der 
Lage, so genaue Resultate zm liefern, dass eine so kleine Differenz bemerkbar 
ware [8]. Dieselbe Bemerkung bezieht sich auch auf die Messung und theoretische 
Berechnung von den Kerndistanzen der zweiatomigen Molekiile. Ebenso ware | 
es theoretisch méglich, durch einem Vergleich der berechneten und gemessenen | 
Gitterenergie bzw. Dissoziationsenergie das tatsachliche Vorhandensein der 
Nullpunktsenergie zu beweisen. ; 

Ein sehr interessanter Beweis fiir das tatsachliche Vorhandensein der 
Nullpunktsunruhe ist jedoch die schon -sehr gut begriindete Exfahrung, dass 
das He bei normalem Druck auch bei der tiefsten Temperatur nicht in den 
festen Zustand iibergefiihrt werden kann, da in einem Edelgaskristall | 
bloss van der Waalsche Krafte die Kohasion verursachen, die beim He gegen- 
tiber der Nullpunktsenergie nicht mehr im Stande sind, ein festes Gitter zusam- 
menzuhalten. Nur unter sehr hohem Druck kann das fliissige Helium in einen 
Zustand iibergefiihrt werden, der in einem gewissen Sinne als »fest« bezeichnet 
werden kann, wie das eben die neuesten Versuchsergebnisse zeigen. Weitere 
Methoden, wie die z. B. aus der Bandenspektroskopie gewonnenen, sind nur 
wiel weniger zuverlassig. 

Eine weitere interessante Frage beziiglich dieses Problems ist, ob es sich 
bei der Nullpunktsschwingung um ein ‘tatsdchliches »Pendeln« handelt oder 
ob bloss eine »Verschmiertheit« auftritt. Theoretische Erwigungen sprechen 
entschieden zugunsten der letzteren Auffassung, da man jedoch versucht hat, 
einige experimentelle Erfahrungen mit Hilfe der ersteren zu deuten, so soll 
deshalb diese Frage hier eingehender besprochen werden. Die erwahnten Beweise 
fiir das tatsachliche Vorhandensein der Nullpunktsschwingung geben beziiglich 
der jetzt besprochenen Frage keine eindeutige Entscheidung, weil bei ihnen 
sowieso nur Mittelwerte gemessen werden. Der Annahme von einem Pendeln 
spricht jedoch der Umstand sehr entgegen, dass Dipolmolekille unter dieser 
Annahme ihre Nullpunktsenergie korrespondenzmassig ausstrahlen miissten. 
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Andererseits kénnte man hier zur Entscheidung die Theorie der Licht- 
zerstreuung und des elektrischen Widerstandes der festen Kérper heranziehen. 
Bekannterweise wirden ideale Kristallgitter tiberhaupt kein Licht streuen 
und im Falle der Metalle auch keinen elektrischen Widerstand besitzen, beide 
Erscheinungen werden nur von den Warmeschwingungen der Gitterelemente 
und von Verunreinigungen und Gitterfehlern verursacht. Sieht man also von 
den letzteren ab, so bleibt als alleinige Ursache der beiden erwahniten Escheinun- 
gen die thermische Unruhe iibrig, welche die ideale Ordnung im Gitter zerstért. 
Fasst man also in diesem Falle die Nullpunktsschwingung als total verschmiert 
auf, so verursacht sie keine Unordnung im Kristallgitter, sondern bloss eine 
(kleine) Verschmiertheit der Gitterpunkte. Nach dieser Auffassung verschwinden 
also beide Erscheinungen am absoluten Nullpunkt. Wiirde es sich jedoch um 
ein tatsichliches Pendeln handeln, so ware die ideale Ordnung auch infolge 
der Nullpunktsschwingung zerstért und demzufolge miisste am absoluien 
Nullpunkt ein endlicher Restwiderstand und eine endliche Reststreuung iibrig 
bleiben. Es ware jedoch sehr schwierig, in diesen Fallen eine experimentelle 
Entscheidung zu treffen. Die Lichtzerstreuung wird in solch einem Masse 
von Verunreinigungen verursacht, dass es sogar bei normaler Temperatur 
nicht leicht ist, die Wirkung der Warmeschwingungen zu messen. Analog 
ware es auch sehr schwierig, im Falle des elektrischen Widerstandes eine experi- 
mentelle Entscheidung heranzuziehen, der Effekt miisste zwar ziemlich gross 
sein, die quantenmechanische Theorie des Widerstandes ist jedoch gréssten- 
teils nur qualitativ, wozu auch die bis jetzt noch ungeléste Frage der Sup- 
raleitung hinzukommt. 

Eine Methode zur Entscheidung der hier besprochenen Frage liefert 
jedoch die Messung der Lichtzerstreuung von kugelsymmetrischen Molekilen. 
Bezeichnen wir namlich die Hauptpolarisierbarkeiten eines Molekiils mit 6,, b, 
und b,, so folgt fiir den Depolarisationsgrad bei der Lichtzerstreuung die bekannte 
Forme! [9] 


petal elt ct bal ot b,? — by b, — b, b; — b, b,) (2) 

I, 4(b,? + b,? + bs?) + bb, + 5, b, + bs bi 
Da bei kugelsymmetrischen Molekiilen 6, = 6, = bg ist, so verschwindet 4, 
das gestreute Licht ist also nicht depolarisiert. Beriicksichtigen wir jedoch 
die Nullpunktsschwingung, so bleibt, solange man die als vollstandig verschmiert 
betrachtet, das fragliche Molekiil exakt kugelsymmetrisch und demzufolge 
_ A = 0. Handelt es sich jedoch um ein tatsichliches Pendeln, so ist infolge dieser 
Bewegung die Kugelsymmetrie in jedem Augenblick ein wenig zerstért, und 
_ die Depolarisation verschwindet demzufolge nicht. Ein ideales Gas zur experi- 
_ mentellen Entscheidung dieser Frage ist das Methan. Die Schwingungsfrequenzen 
dieses Molekiils liegen namlich infolge der kleinen Masse der Wasserstoffatome 
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so hoch, dass bei normaler Temperatur eigentlich nur die Nullpunktsunruhe 
iibrig bleibt. Tatsachlich deuten die meisten Messungen darauf hin, dass die 
doch vorhandene sehr kleine Depolarisation des gestreuten Lichtes ausser von 
dem Ramaneffekt bloss von Verunreinigungen und unvermeidlichen experi- 
mentellen Unvollkommenheiten herriihrt. Viel weniger geeignet zur Entschei- 
dung dieser Frage ware das CCl,, das infolge der grossen Masse der Chloratome 
sehr niedrige Warmeschwingungen besitzt, die schon bei normaler Temperatur 
recht bemerkbar angeregt sind. Tatsachlich hat man bei diesem Gas eine mess- 
bare Depolarisation des gestreuten Lichtes festgestellt. 


Andererseits hat man versucht, den beim CH, von einigen Autoren 
gemessenen groésseren Depolarisationsgrad auf ein tatsachliches Pendeln zuriick- 
zofihren, und interessanterweise spricht fiir diese Auffassung der bekannte 
Zusammenhang zwischen Depolarisationsgrad und elektrooptischer Kerr- 
konstante, der aus der molekularen Orientierungstheorie folgt. Nach ihr ist 
namlich [9] 

3. (n= —I)(n—1) 4 


Ke os 


2kT aN 6—TA (3) 


und fiir die Ker konsrnre K von dipollosen Molekiilen folgt nach dieser 
Theorie [9] 


K = oF (0) 6. 5) + (4) (6, — 5s) 
+ (a3 — a) (bs — b,) \ (4) 


Wo 4,, a, und a, die statischen Hauptpolarisierbarkeiten sind, und die iibrigen 
Symbole alle die gewohnte Bedeutung haben. Eine gut begriindete experimentelle 
Tatsache ist nun, dass das Methan eine endliche Kerrkonstante und zwar von 
der Gréssenordnung der nichtpolaren, jedoch nicht kugelsymmetrischen Mole- 
kiile besitzt. Nach (3) wiirde also daraus ein endlicher Depolarisationsgrad 
folgen, was ein weiterer Beweis fiir das tatsachliche Pendeln bei der Nullpunkts- 
schwingung ware. 

Nach (4) verschwindet die Kerrkonstante ehenso wie der Depolarisations- 
grad von streng kugelsymmetrischen Molekiilen. Die Messung der Kerrkon- 
stante ist jedoch zur Entscheidung der Frage, ob ein Moiekiil kugelsymmetrisch 
ist, bei weitem nicht so geeignet wie die des Depolarisationsgrades, weil emen 
Kerreffekt ausser das aus der Orientierungstheorie folgende Anisotropieglied 
(4) auch noch eine Erscheinung verursacht, die der urspriinglichen Voigtschen 
Theorie des Kerreffektes [10] entspricht. Dieser Voigtanteil des Kerreffektes 
ist jedoch um zwei Gréssenordnungen kleiner als das Anisotropieglied. 
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Schatzt man die aus der Quantenmechanik hergeleiteten Gréssenordnungen ~ 
des Anisotropiegliedes 
= =”. __ ni) = |Pos (njm ; n’j’m)| * 
as ae hy (n‘j’ 5 nj) 


es 
= vo(n'j’ 5 nj) |Pox (njm ; n’j’m) |? > v% (n‘j’; nj) |Pox (njm ; n'j’m’) |? \ 
my m* (n'j’ ; nj) — »* v9? (n’ j’ 3 nj) — 
(5) 


wo die »(n’j’;nj) Frequenzen, die P(njm;n'j'm’) die dazugehérenden Uber- 
gangsmomente bedeuten, und die iibrigen Buchstaben die gewohnte Bedeutung 
haben, und des Voigtanteils 


wj/m’ 


___ 4xN » Sel Ne S) (v8 (s’s) + »*) ¥ (s’s) | Pos(ss’) 2 
“ee hS,n? | Pe (0° (s’s) — »*)* 


“4 >» (v2 (s’s) + v2) vq (s’s) | Pos (ss’) I? 
- (u* (s’s} — #*)* 


+| > vy (s’s) { Pos (ss’) Pos (s’s) + Pos(s’s) Pos (ss) a 


= vq? (s’s) — v? 


= Sento (rater) retest Role ig 


= vy? (s’s) — 


(wo wir zur Vereinfachung der Schreibweise statt den Quantenzahlen njm 
einfach s geschricben haben) beim Kerreffekt von dipollosen Molekiilen ab [11], 
so wirde unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass in der Reihenentwicklung 
von P(ss’) 

P (ss’) = P, (ss’) + P, (ss’) E* (7) 
man bekannterweise fiir P,(ss’) nach der Stérungstheorie 


(8) 
aye § Poq(ss’’) Pos (s’’s’”’) Pos (8’’’s’) Pos (s8’’) Pos (8’”’s’’) Pog(s’’s’) 
Prg (ss’) ~e uag UR rary EO ss gery Cre se or 


Pog (88’’) Pos (8’’s’) Pos (s’s’) Pos (ss’’) Pos (8’’8’’) Pog (8’’s’) 
we > h? »*(s*s’) me ea he »* (ss’) 


Ps (s8’’) Pos (s’s’”’) Pog (s’’’s’) __ Pos (ss’’) Pog(s’’s’’’) Pos(s’’’s’) 
5 Acta Physica 
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erhalt, folgen, dass das Anisotropieglied und das Voigtsche Glied von derselben 
Gréssenordnung sind. Der grosse Wert fiir den Voigtanteil ist eine Folge davon, 
dass zwar bei dipollosen Molekiilen die zu reinen Rotationsiibergaingen gehéren- 
den Ubergangsmomente P, (ss’) verschwinden, in (8) treten jedoch in der ersten 
Zeile Glieder auf, bei denen im Nenner reine Rotationsfrequenzen stehen, 
ohne dass solche Ubergangsmomente im Zahler auftreten wiirden, und da 
diese Rotationsfrequenzen um zwei Griéssenordnungen kleiner als die Frequenzen 
der Elektronenbanden sind, so folgt daraus scheinbar der grosse Wert des 
Voigtschen Gliedes. Beriicksichtigt man jedoch den spektroskopischen Sta- 
bilitatssatz [12] im zweiten Gliede von (6) nach dem 


Z if (nm; n’m’) |? = 2 | fo (nm; n'm’) |* (9) 


ist, bzw. setzt f = P,so folgt daraus, dass dieser grosse Wert nur vorgetauscht 
sein kann. Tatsachlich kann man mit Hilfe einer Transformation, entsprechend 
der Behandlung des Falles der angeniherten Entartung nach der Schrédinger- 
schen Stérungstheorie erreichen, dass in (8) in den Nennern nur mehr Frequenzen 
der Oszillations- und Elektronenbanden auftreten [11] und daraus folgt, dass 
das Voigtsche Glied tatsachlich um zwei Gréssenordnungen kleiner ist, als das 
Anisotropieglied. 

Um also das Auftreten eines grossen Voigtschen Gliedes beim CH, erklaren 
zu kénnen, muss irgendwie der Beweis erbracht werden, dass im Falle dieses 
Molekiils der spektroskopische Stabilitatssatz nicht mehr anwendbar ist, weil 
man ja sonst tatsachlich gezwungen ware, die Nullpunktsunruhe als ein tat- 
sachliches Pendeln aufzufassen. Wie wir schon erwadhnt haben, besitzen die 
Eigenschwingungen des Methans wegen der geringen Masse der Wassers off- 
atome alle eine relativ hohe Energie, ausserdem miissen ebenfalls wegen der 
erwahnten kleinen Masse die Schwingungen eine sehr grosse Amplitude besitzen, 
und demzufolge sind die Schwingungen schon stark anharmonisch. Dieser ohne 
Schwierigkeit in die Quantenmechanik iibertragbare klassische Gedankengang 
erklart es ohne weiteres, dass der spektroskopische Stabilitatssatz beim Methan 
nicht mehr giiltig ist, also ein relativ grosses Voigtsches Glied beim Kerreffekt 
auftritt, das man ja tatsdchlich beobachtet hat. Der experimentelle Beweis 
fiir das tatsichliche Auftreten von einem Pendeln bei der Nullpunktsunruhe 
ist also nur vorgetauscht. 

Vollstandigkeitshalber wollen wir nur noch erwdhnen, dass ein kugel- 
symmetrisches Molekiil ein endliches Anisotropieglied beim Kerreffekt nicht 
einmal dann besitzen kénnte, wenn es sich bei der Nullpunktsschwingung um 
ein tatsachliches Pendeln handeln wiirde. Die Einstellung eines Molekils im 
konstanten elektrischen Felde wird namlich jedenfalls eine Zeitdauer bendtigen, 
die von der Dauer eines Rotationsumlaufes ist. Die Schwingungsfrequenzen 
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sind jedoch um zwei Gréssenordnungen grésser als die Rotationsfrequenzen, 
und demzufolge hat ein Molekil wahrend einer Schwingungsphase keine Zeit 
sich einzustellen, ein Orientierungseffekt kann also nicht zustande kommen. 
Bei der Lichtzerstreuung ist’ es selbstverstandlich anders, weil es dort keine 
Einstellung gibt und das Molekiil demzufolge in jeder Schwingungsphase augen- 
blicklich auf das schnell alternierende Feld der Lichtwelle reagieren wiirde. 
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MPOBJEMA JIBYKEHHA HYNEBOM TOUKH 
T. HettreOayep 
(Pes Me) 


Tlocne v3o>KeHHA MeTOAOB, AeTalomlux BOSMOX%KHOM gKcMepHMeHTAaJIbHy!0 MpoBepKY 
cyllecTBOBaHHA ABHOKeHHA HyJIeBoH TOUKH, oOcyxKMaeTcA BoOMpoc O TOM, C3HayaeTJIH 3TO 
BH>KeHHe TOJIbKO CTHpaHHe MecTa, HJM Ke OHO flelicTBHTeNbHOe KoeGaTeJbHoe ABH KeHHE. 
TeopeTuueckne paccy KAeHHA ofep»KHBalOT TepBoe HMeHHe, OAHAKO B Hopemiee BpeMA 
BeJIMcb NOMBITKH TOKOBaHHA AO CHX Mop He OObACHHMEIX ABICHHM Ha occoBe BTOporo THIIO- 
nega. Us o6cy.KeHHA MeTOOB, KoTOpble Reta 6b BI3MOKHEIM pemeHne MpoOemMbI, AemacTcA 
BEIBOL, YO HaHJYOLHM cimocoOoM AA sTOrO ABIIAeTCH, H3MepeHHe JeMIAApHsalHH TIpH paccen- 
HHH cBeTa y MoJleKyJM MeTaHa. J[ambule RoKasblBaeTCH ATO cpaBHHTeIbHO GobMaA NOCTOAH- 
Has Kéeppa y MeTaHa HMeeT xXapaKTep OpHeHTaljHoHHoro adekta a He sdexta Bourta, H 
nosTOMy H3 cYIlecTBOBaHHA 9TOrO odppeKTa Keppa He B03MO%KHO 3@KJIOWHT, ITO MoJIeKY 1a 
MeTaHa J0JbKHa MpoOBSBOAMTb H CpaBHHTeJIbHO 60RbMyIO JenoNApHsalH pw paccevHHH 
cpera. TaKHM o6pasoM, nocrosHHylo Keppa HeBo3MO.KHO CYHTATb flOKasaTeIbCTBOM TOrO, 
uTO ABH>KeHHe Hy eBoro MYHKTA ABIAeTCA evicTBHTeIbHBIM KoJIeOaTebHEIM 7BHoKeHHeM. 
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SOME INVESTIGATIONS IN THE FIELD OF THE THEORY 
OF SOLIDS. 


il. LINEAR CHAIN OF DIFFERENT ATOMS. BINARY 
SYSTEMS 


By 
T. A. HOFFMANN 
PHYSICAL INSTITUTE OF THE TECHNICAL UNIVERSITY, BUDAPEST 


(Presented by P. Gombas. — Received 13. XII. 1950.) 


In this paper a linear chain is treated which is built up of different atoms of two kinds. 
A general treatment is given for the case of binary systems regardless of the number of the 
Various atoms. Formulae are given for the calculations in the case of an ordered linear alloy 
of this binary type. Closer investigations have been made for the types A-B-A-B, A-A-B, 
A-A-B-B and A-A-A-B with and without neglected overlap integrals. 


1. Introduction 


In the first part of this series [1] there was a detailed discussion ot the 
properties of a linear chain consisting of atoms of the same kind with one 
valence electron on the basis of the LCAO approximation of the MO method. 
In the present paper we extend these investigations to some cases in which 
the chain is constituted of atoms of different kinds. 


We shall investigate the case in which atoms of different kinds are present 
in approximately the same numbers (especially ordered alloys). The case in 
which one of the atoms is present only to a very small extent (impurities, ad- 
_ hesion) will be published in the next paper of this series. We only pay attention 
_ to the case of a great number of atoms, i. e. an infinite crystal; however, end 

effects can be treated in a similar way as in [1]. 

Let us consider a binary system in which there is a strict order in such 
a way that there is a strict periodicity in the localization of the atoms. One 
period should consist of » + 4 atoms as is shown by the following scheme. 


4) Bi Ve La Yp Lp 
ees dente See 

) A—A-—...—A—B—B-. ..—B—A—A—...—A—B-B—...—B—...—A—A—...—A—B—B—...—B, 
where 


P P 
v= yD and p= J pie (1.1) 
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We suppose that this period is an elementary one, i. e. we cannot find 
a period with less than » + y atoms. 
If we suppose that there are n periods in the whole system, we obtain 
a secular determinant of n(v +) rows and columns (see [1], (3.1)).+ 
We shall give a general method for solving this secular equation in the 
case 
y>2, w= 2, 


Tf either », or /#, or both are less, than 2, we must investigate the case 
separately. So we first consider these exceptional cases. 


1. Alloys of A— B type. S=0. 


Here one period consists of two atoms, one A and one B. First we neglect 
the overlap integrals, i. e. we take S=0. The Coulomb integrals defined 
in [1], (2.11) will be denoted by Q, and Q, for atom A and B respmactively 
and the exchange integral between an A atom and an adjacent B atom defined 
n [1], (2.10) by B. 

We define further 


Qa—E Qs—E 
x = ———— and = ———_, 2.1 
B . B 
where E is the energy of the system. We take into account only the effect of 
nearest neighbours. 


So the secular equation is after dividing each row by B 


(1)| * 1: 
(2))ly:l 
S)] er Biod 
et Pekin she of (2.2) 
Gent eee a 
(2n) eRe fas 


1 We fallaciously denote the determinant equation »secular equation« in the case of 
dissimilar atoms, since in this case we cennot use the methcd of degenerate perturbaticn 
because of the various unperturbed energies of the different atoms. However, our method of the 
determinant equation is valid in another sense. Namély we use a variational method with the 
trial eigenfunction 


C1 Pi + Cops + --- + Cn Yn, 


where Yjdenotes the eigenfunction of an electron on the i-th free atom. We get for the deter- 
mination of the least value of E the game determinant equation as in degenerate perturbation 
calculations. We use our method in the case of dissimilar atoms in this sense. 
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. 


We define an operator, 2, which reduces the index of A by 2: 
7a ee ( 2.3) 


So we have the following recursion formulae : 
Aon = xAon—1 — QAon , \ (2.4) 
Aaa = ¥ QAun — QAen—i - 


These can be written in the form 
\ (2.5) 


(1 -+- Q) Aon — x An1= 0, 
yOAge h(t 2) Aaa! = 6, 


as a system of homogeneous linear equations which has a non-trivial* solution if 


| 1+ —x | _ 
, —yQ Le ose” 8) 
i.e. a quadratic equation for Q, 
14+ (2—xy)2 + 2?=0. ( 2.7) 
\ Now we define the generating function 
ice) 
Tip >) Dan F . 2.8) 
A, 
Applying (2.7) and (2.3) to (2.8) we have ; 
fl + (2 —xy)t+ #4) f() = A [1 + (2—-2y)t] + Ast. (2.9) 
(2.2) gives immediately 
Agp= 1) and: A, = xy — 1. (2.10) 
Introducing (2.10) into (2.9) we get for the generating function 
1 t 
f() = = —— (2.11) 
1+ (2—asy)t+? 
By expanding (2.11) into partial fractions, we have 
K L 
: f(t) = hd es (2.12) 
i——  1—— 
é t ty 
where t, and t, are the roots of the equation (2.7) and K and L can be deter- 
“mined from (2.11) and (2.12): 
. Po ee (2.13) 


and 


1+t 
yeaa aa 
a t, — t, ty Sib 

1A trivial solution would be 4a, = 0 and 42-1 = 0 simultaneously, which would give 


* 


b 


all 4, = 0, an obvious contradiction. 
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iano ig ee Ee 
Sek Se i ee ee Sel 2.14 
Aon ts =e a — 2 ( ) 
From (2.7) we can see, that 
itp ls (2.15) 
Thus we can define a & by 
a he é t e g 2 (2.16) 
Equation (2.2) can now be written, taking into account (2.14) and (2.16) 
sin nf sin (n + I)€ 

Se my a 

sin € e sin € e i Wy) 


The solutions of this equation are 


2ka 


€ = on 1" (k => 1 2 oaks oe n), (2.18) 
the values fork =n +1,n +2, ..., 2n do not give other roots than those 
(in (2.18) ). = 

From (2.7) and (2.16) we have 
2kx 
2—xy = wate Pl Tee co e0 tres amas (Keel, 25, aint). (2.19) 


This is a quadratic equation for E, if we introduce here (2.1) : 


E*¥—(Q,+Q,)E+ QQ, — 46? cos? a 0,(k =1 2,...,n,) (2.20) 
One can see immediately that this equation has no double roots whatever 
be the values Q,, Q, and 8. (2.20) gives all the 2n roots of equation (2.2). 

If we consider the case in which n tends to infinity, one can with (2.18) 
take £ as a continous variable in the range (0, 7). This means that now the 
energy terms, which were separated in the case n finite, practically cannot 
be taken discrete. Thus we have energy bands imstead of discrete energy 
terms. 

If we construct the (E, &) diagram (taking € from (2.18) into (2.19) ). 
we see that in the interval (0,7) each value of & has two separate E values 
which belong to separate bands. The band edges can be caleulated from the 
quadratic equation if we there take = 0 and =z. For §=0 this gives 
E=Q,and E= Q,. 


= 
7 


q 
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The (E, £) diagram and the band structure in this case is shown in fig. 1. 
It is obvious that the energy gap between the two bands is Q,—Q, 
i.e. roughly the difference in the ionization energy of the two atoms. The 


Fig. 1. E—€ diagram and the band-structure for an A—B type alloy. (Q5< Qa). 


width of the bands is besides this a function of 8. The two bands are placed 
Q, +9, : Qn 


symmetrically to the value ~~ 


The energy level “eat is in this case (not normalized) : 


QatQs_ 7 


2 
al Te Qn) (E~ Qe) | 
This distribution of states is shown in fig. 2 as a function of E. 
According to the Pauli-principle each term can be filled by two electrons. 
Thus the lower band will be filled up at absolute zero and the higher band 
will be empty. This means, for instance, that there is no conduction in such 
_an alloy, or the chain behaves like a semi-conductor with the activation energy 
@ 4 —Q,» if this difference is small. 


52:22) 


(E—00(E— Os) 
4 


7 The average energy pro electron can be obtained by evaluating the 
_ expression 
; E, 
jl | ED‘E)\dE tm 
> = | Edé, (2.22) 
Ey mu 
| D\E)\dE c 


‘rp, 


= 
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KE) 


Q, Q,+ Q, E 


Fig. 2. Density of states in an A—B type alloy if S = 0, 


where the integration extends to the lower band both in the numerator and — 
in the denominator, i. e. from 


p, = Qt Qe | (2 @2)* 4 ape, 


to 


= Qe. 
The evaluation of the integral gives the average energy pro electron 
a 
gp ashe e 2 | (=e Ga 2) 482.) Se aa 
i age x 


where E(k) is the complete elliptic normal imtegral of the second kind with 
argument k [2]. 


If we introduce the ratio 


Qa—Q,| 
r= epee >| (2:24) 
the average energy is 
oe Oa + Og. See 1 
fe 4 1 2 E ————————] Er) 2.25 
2 z a _ ig (= a =| : ) 


——— 
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owing that, if we consider the cases in which B is the same, the binding 
is the stronger the larger the difference in ionization energies. 
Similarly, if we consider the cases in which Q, — Qz is the same, teking 


et 
Lh Tr Pac Q4— Qs he (2.26) 


ee Q4 oO vite #( 5! ); (2.27) 


ire 


so that in this case the stronger the binding energy the larger is | B| j 


a)" 


1 
The functions V1 + x? 15 (al and bet e x2 E (a 


shown in fig. 3. 


; Be uA 
eat pee Wi=1— vite 
= Viz Tee 8( IV=U— > 1+ =. 
; x 
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The binding energy against dissociation into atoms is per electron: 


l= Q@at+Qal 4/8) ~——— ( 1 
Pigts = E|— = 
) a ee ae Ca al 


_1Qa eel Vite =| a} (2.28) 


4 
This binding energy is represented in fig. 3 without the factors — |B 
x 
a 1Q4—Q2| . 
x 


The binding energy against dissociation into molecules of the type 4 — Bis 


| z Sates) (ee a= 09) ae \- 


2 


= <\8\|vire E(arcal- ¢ vitte|= 


IQa 1a Oel irge(ta|—= fis & rap 2 at (2.29) 


which is shown in fig. 3, the factors before the square brackets being omitted. 

The curve III has a maximum at x = 0,218... This means that if we 
consider the cases in which B | is the same, there is a value for Q,—Qs | 
for which the binding against dissociation into molecules is the most stable. 
There is no such maximum in the curve IV, so that if we take | Q.— QQ, 
as constant, we cannot conclude the same for |B 


3. Alloys of A— B-type. S+ 0. 


The equations (2.2)—(2.19) remain unaltered in the case S +0, only 
the definitions (2.1) are changed to 


A—E p—E 
C2 SSE andy =e (3.1) 


where S is the overlap integral between an A atom and an adjacent B atom 


as defined in [1], (2.15). 
(2.19) and (2.18) gives now with (3.1) the equation for E: 


(1 — 4S? cost £} Bs — (0, + Qs — 8BS seal 1 Eo E+ 


+ Q4 Qs — 48? cos? 3 = 0. 3.2) 
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| It can be easily shown that in the case S < 1, which occurs only, this 
equation has no double roots. So the conclusion concerning two separate 
_ bands remains valid here too. The qualitative features of fig. 1 remain valid 
if also; the energy gap will be exactly Q,— Qz in this case too. 

| i The width of the bands will, however, not be the same in the two bands, 
_ the upper band width being larger than the lower one by 


a= 7a [e+ oF]. 


This expression can be negative too if the expression in the bracket is negative, 
i. e. in this case the lower band will be wider. 
The form of the density of states curve will be modified too. (See fig. 4.) 


a, &*% a, E 


Fig. 4. Density of states in an A—B type alloy, if S# 0. 


The expression for the density is now 


\Qa+ Qn—8pS cost & —2 (1 — 45+ cost 4) E| 


2 (SE — f)* sing 


, (3.3) 


which can be expressed either as a function of £, or as one of E by means of (3.2). 
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The average energy per electron can similarly be calculated on the same 
basis as in section 2. Taking into account (3.2), (2.22) gives now as a result 
of a straightforward calculation : 


yp MS seco Came ay cop hm tate ae ee ce 
i n site was 4 +52 
| F (arecos 28, +/ 1—#) K(k) E( arceos 28,01 — k, )K(k)— 


—F (arceos 28, / 1—F# ) E (x), (2.4) 


where K(k) is the complete elliptic normal integral of the first kind with argument 
k, and F and E with two arguments are the incomplete elliptic normal integrals 
of the first and second kind respectively [2]. k is here defined by 


jas _4 ViSO=A)S ee or ; (3.5) 


Cy — Qz )? + 16 (SQ — B) (SQ — Ae 


4. Alloys of A — A— B type 
In an alloy of the type A — A — B we have 


my =v=2 and. m=pht=1. 


Now — in contrast to the previous sections — we must distinguish 
between the cases where either A or B is the atom with a higher ionization 
energy. 

We follow the arguments without specification of the two cases as long 
as possible. 


Our notation in this case will again be somewhat different from that 
in (2.1), namely we define in the case S = 0 


a a, y= o. and B= , (4.1) 


where f, is the exchange integral between two neighbouring A atoms and fy, 
is that between an A dtom and an adjacent B atom. 

The secular determinant equation is now after dividing each row by PB, 
and introducing the notations (4.1) : 
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(1)} x 1 
(2) 1 x 
(3)} 8B 


: (Ay es pox sees : eet en ‘ie 
5) (5) lag | 
; ts " en coo Be. cesteeseeees 2 ae Fees me (4.2) 
(3n-2) eee ae vce . ae Ay 
(3n) at 


If we define now an operator Q, which reduces the index of A by 3, i.e. 


OA = Ab-;; (4.3) 


we have the following recursion formulae by expanding the determinant in (4.2) : 


Azn—1 = * A3n—2 — B? Q Asn, 
Asn —2 = y. 2 Azn — B? 2 Azn—1.- 


Azn = * Azgn~—1 — Asn—2> 
(4.4) 


Considering (4.4) as a linear homogeneous system of equations in 4, , 
A,,—, and 4,,_.», we conclude, that the existence of a non-trivial solution 
demands 


ie at! —x if 
B?Q2 u =e Wares OY (4.5) 
yQ B?Q 1 
i.e. again a quadratic equation for Q: 
1+ [y (1—2*) + 26%x] @ + ptQ? = 0. (4.6) 


_The result of a similar method of generating functions as in section 2 is, 
that 4. is the coefficient of t" in the expansion of the generating function 
Sn xp 8 g 
f(t) in power series, where 


1+ B'xt 
SO TE paw) tara ee =, 
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Now equation (4.2) can be written 


* 450 n+1 n+l 
ieepli beck aN et) BARN Ln Or (4.8) 
[Sih aaa t,—t, 
where t, and t, are the roots of equation (4.6): Taking into account that by (4.6) 
1 
in = ae (4.9) 
we introduce the variable § according to 
1 le 
ti hdd: ice rib it (4.10) 
With this new variable we can re-write equation (4.8) in the form 
sin (n + 1) € 
ests 4.11 
4 sin n€ ml 2) 
further from equation (4.6) we have 
y (1 — x*) + 2p% = — fi‘ (t, + t,.) = — 2B? cos € , (4.12) 
and using now (4.11), 
yas sin 2ng€ (4.13) 


sin (2n + 1) €° 


Subtracting (4.13) from (4.11) we find an equation for £, which does 
not contain E (see the definitions (4.1) ), so that we can determine the values 
of &. If we consider the case, where n — o, i. e. an infinite crystal of the a 
A— A—B structure, these & values cover continously the (0,7) interval. 


In this case the roots for E give three bands, which are given by (4.12) and 
(4.1) in the form: 


E*— (20, +0,) E’ + (Q@, + 20,0,—6,—26',,) E— 
—Q,(Q1— By) +20, Ban + 2B yp P 10036 = 0,(0<E <7). (4.14) 


This equation has (in general) no.double roots, thus we have three separate 
bands for which the band-edges are placed at the six values 


= Qa +fa, €é = {9}), 


pt ae Os pyre ears ince ee eeaeg ee ee 


E= ust Qa pas VOe= OTE OE Nigcceat 


- 
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3 bas 2 dE airs 
An easy investigation shows that dE is negative in the lowest and 


highest band and that it is positive in the third band. (See fig. 5.) 


0 a \ 


Fig. 5. E—£ diagram and the band-structure for an 4A—A—B type alloy. 


The energy gaps are easily obtained as 


1Q1— Qnt+3Ba + V(Qa—Qs—fa)? + 86.5" | 
Ag = '|24— Oe to 


between the two lower bands and 


104 —Qsa— 384 —V (Qa —Qn + B4)? + 86.3" | 
AB, = —4—¥8> “Pa 


between the two upper bands. These energy gaps can vanish only in the case 


4 - (4.16 
Ba—Pan _ 052-0, (4.16) 
Ba 
for the lower gap and in the case 
2 2 : i 
| tet EL pee ee (4.17) 


for the higher gap. 

The left-hand side of (4.16) and (4.17) is always positive, and thus at 

most one of the gaps can vanish ; the lower gap can vanish if the A atom has 
less ionization energy than B, and the upper gap in the opposite case. 
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The energy level density is 


— |_| _ | 3B 2 Cut Qs) E+ 204Qn— fat — 2843! : 
D=|—=-|= | Gat goa ec APP |. (4.18) 
(See fig. 6.) 

DE) 
E 


Fig. 6. Density of states in an A—A—B type alloy. 


The average energy pro electron is now at absolute zero temperature 


ay Mee 
E= 5, | Ede + 5 | Eade. (4.19) 
0 


where E, is the lowest, E, the next higher root of equation (4.14). 

These integrals are hyperelliptic integrals, which it is easiest to evaluate 
by numerical integration for given values of the constants. The first integral 
in (4.19) is to be taken between the limits of the lowest band and it is a com- 
plete hyperelliptic integral, whereas the second one must be taken between 
the lower limit of the second band and the middle root of the equation 


E* — (2 Qa + Qz) E* + (2 Q4 Qa — Ba? — 2 Bs’) E — Qa (Qu? — Ba’) + 
+ 2Q4 Bas? = 0 


which gives an incomplete hyperelliptic integral. 
The binding energies can be evaluated in a similar manner as im section 2. 
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For S +0 we consider S, and S4,, the overlap integrals between two 
adjacent A atoms and between an A atom and an adjacent B atom respectively. 
So we introduce instead of (4.1) 


f- Vae tk “_ Qs—E 
=r Ba— Sa E’ ar pa—SaE 
and (4.20) 
p= Bas— SazsE 
pa—SakE~ 


The eigenvalues are given in this case also by equation (4.12). Now 
this equation gives a cubic equation for E again for all €. The roots of this 
equation for £ = 0 and § = = are easily obtained considering that for these 


cases (4.12) has the roots x = —l and x = 1 respectively. These roots give 
jae Qa + Ba 
1+ Sa’ (4.21) 


where the upper sign relates to & = 0 and the lower one to § = 2. 


For = 0 (4.12) gives the other roots by the equation 


| y(l—x) = — 26?, (4.22) 
| and for é = a by the equation 
yi(l = x), 12823 (4.23) 


(4.22) and (4.23) both have in general two real roots. In this case the 
energy spectrum again consists of three separate bands. 

In the case of one of the equations (for § = 0, or for § = m) having a 
double root.and the other having two real roots, there are only two bands 
and if this occurs twice, there is only one band. However, a discussion of these 
features is less complicated in actual cases, i. e. with numerical values of the 
quantities occurring. The calculation of the densities and the average energy 
pro electron is more difficult in this case, and it is worth while to calculate 
only for numerical cases. 

However, we can conclude that such an alloy is always conducting, 


| 
» 
} 
| because the second band is filled only up to its middle. 
5. Alloys of A— A— A— B type 
In the case of an A — A — A—B type alloy we have ¥, = 3, #, = 1, 


p= 1. With the same notation as in section 4 we find in a similar way, that 
for n-> CO the eigenvalues are the solutions of the equation 
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2B? (x? — 1) — xy (x? — 2) = — 2B°c0s €, (5.1) 
where 0 <& <2. 
For = az this equation reduces to 
(x? — 2) (2p* — xy) = 0, (5.2) 


which gives (if we neglect the overlap) 


E= Qa £2 Ba, 


reset lll 


ee a 
ent 


In the case = 0 we have similarly 
x (2B2x — yx* + 2y) = 0, (5.4) 
the solutions of which are : 
E = Qa (5.5) 


and the solutions of the cubic equation 


Es — (204 + Qe) BE? + (Qa + 2Q4 Qa — 28.48? — 28.4?) E — 
— Qn Q22 + 204 Baz? + 2Q0n Ba? = 0. (5.6) 


Further investigation shows that (5.2) and (5.4) have no double roots, 
thus there are always four separate hands. At absolute zero the two lower bands 
are filled up and the two higher bands are empty. 


6. Alloys of A — A— B—B type 


The general case 


Now let us consider the general case. However, we here do not give 
a general treatment but only a simple example, which is not an exceptional 
case (see section 1) and which shows all the features of the general treatment. 
This example is the 4 — A — B — B type alloy. 

Here — and in the general case — we use the notations (if all overlap 
integrals are neglected) 


ar —E 
oe fee, y - 2 =o (6.1) 
further 
Ce oo atta Sane ae (6.2) 
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where Q oye Q» LS B nawee defined in the previous sections and B p fas a similar 
meaning as B a: the exchange integral between two neighbouring B atoms. 


The secular equation is now after dividing each row, in which the diagonal 
element contains Q, , by 8, and each row, in which it contains Q,,, by B, 


(Le 

(2); 1 x B 
ad gh aN 
(4) 1 
| (5) Bix 1 
| (6) dom 
(7) ee 
(8) | 


Aan = 


Here — and in the general case similarly —the B and f’ elements are alter- 
nating over and under the diagonal. 


As in the previous sections, we define here the operator (2, which reduces 
the index of A by 4 [in the general case by » + yw given by equations (1.1) ]: 


QA, == Axa. (6.4) 
‘In all the cases, when we neglect interaction of non-neighbouring atoms, 


we can expand (6.3) in 4 (in the general case in» + ) equations containing 
each three 4,: 


Asn — %Agn—1 + Aan—2 = 9, | 

Aan—1 —,*Aan—2 + BP’ Aan—s = 9, (6.5) 
TIN py A a a QAgn = 9, 

Aan—3 — YQAgn—4 + BB’ QAsn—1 = O 


Considering (6.5) as a linear homogeneous system of equations in A, 
4, -trivial solutions only in the case 
A P A a and A ae Oe have non-trivial solut y 
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1 —£ 1 0 
| 
0 1 —x Bp’ 
| = zl 
| Q 0 1 ip 0. (6.6) 
| —yQ BB’ 2 0 1 


This is a quadratic equation in Q. (The same is true for the general case.) Now 
the method of generating functions can be applied here and im the general 
case too. So we have for n-» oo the equation for the energy. values : 


(y* — 1) (1 — x*) + Bp’ (2xy — Bp’) = — 2ff’ cos€ , (6.7) 
where 0 <§ <2, 
It is easily seen by substitution that for § = 0 
= apeityi sha) = Ppp" (6.8) 
is a solution, further this gives ail four solutions of (6.7) for § — 0. Similarly 
for =a 
xy + (x+y) =1-+ fp’ (6.9) 
gives all four solutions. 
(6.8) and (6.9) both have real roots so that the energy spectrum generally 
consists of four separate bands. The limits of the bands are thus the solutions 
of the equations 


+ (Qa —E) (Og—— F) ¢ $ [Q4fs + Qa Ba x (Ba 5 Ba) E] = Ba Bs + BB?» 


Q) Q) 
(6.10) 
where the double signs denoted by (1) and (2) vary independently. 
The solutions of these equations are 
Qi+ Qn Baz hs V[Qs—Qn z (Ba + Bx) 1? + Sant 
E=— Pati Neen fas o_o , (6.11) 


where the double sign denoted by (3) varies independently of both (1) and (2). 
Thus this gives eight separate roots. These roots are, however, not symmetrically 
located with respect to Q, +0; 
fig. 7). 


B as they are in an A — B type alloy (see 


According to Pauli’s principle the two Jower bands will be filled up and 
the two upper ones will be empty at absolute zero. So we can evaluate the 
average energy pro electron: 


x 


1 1 . 
Sige J Eqy d€ + zJ Ei) d€ , (6.12) 
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where E,, in the first integral denotes the lowest root of (6.7) for E and Ey 
in the second integral denotes its next higher root. 


4 
it) Tar § 
' Fig. 7. E—€ diagram and the band-structure for an 4A—A—B—B type alloy. (QA< Qs). 
4 


(6.12) can be transformed into the form : 


E, 
eee, Eel (y? — 1) (1 — x?) + 6" (2xy — Bp’) 
| es i =+ in i arccos iininaian a sci & wae dE — 
E, 
ee a J pELEOR. Orne aa he Ce So) dE, (6.13) 


where E, is the lowest and E, the next lowest root of (6.9) and E, is the lowest 
and E, the next lowest root of (6.8), the arccos being taken in the interval 
(0,7) — The integrals in (6.13) can be evaluated numerically in actual cases ; 
they are hyperelliptic integrals. 

If we do not neglect the overlap integrals, equations (6.8) and (6.9) hold 
now with the values 
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Barra Aad Pascaie t (6.14) 
_ Bas—Sask , _, Bas Sask 
sc  pa— Sak ad P55 Ba—SpeE ’ 


instead of (6.1) and (6.2). 
Equations (6.10) are now changed to 


&(Q4 —E) (Qe —E) 5 [(Q4—E) (B»— Sp E) = (Q—E) (Ba—Su¥)] = 


= (B4— Sa E) (Bs — Sz E) a (6.48 — Sup E)?. (6.15) 


The position of the bands is in this case qualitatively the same as in the case 
of the neglected overlap integrals. 

The results of the calculations for the binding energy show that if Byp< 
EAP aa the:A—-p 4A as type is always more stable than the A — A — B— 
—B type; if Byz > B,, Bs,, the A — A — B— Btypeis always more stable 
than the A— B— A—B type. In other intermediate cases the stability 
of the two types cannot be determined so simply. 

This last feature of the relative stability of an A — B— A — B and an 
A— A— B—B type alloy can be generalized for more complicated cases, 
and it can be made the basis for a statistical treatment of some structure- 
sensitive properties of ordered and disordered alloys. 

We have seen in this section, how to attack the general case of a binary 
alloy. A quadratic equation arises for 2 in this case. It is easy to show, that 
this quadratic equation is always of the form 


1+ MQ + (pp’)?? Q? = 0, (6.16) 


with p defined in section 1. Here M can be expressed by x, y, B and f’,i. e. 
M is a function of the Coulomb, exchange, and overlap integrals and the energy 
parameter E. Using now-the method of generating functions and considering 
an infinite crystal (i. e. n > co ), we get the eigenvalues of E from the equation 


M = — 2 (BB’)? cos &, (6.17) 
where 0 < § < 2. 


Equation (6.17) is of the grade v + / and it has in general » + yu separate 
roots. This means that » + mu separate bands exist in general. Only in the 
case of multiple roots of (6.17) can some of the bands collide. (See fig. 8.) 


——- 
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V+m-4 


Fig. 8. E—€ diagram and the band-structure @ ) in the case of no multiple roots ; b) in the 
case of a multiple root. 


The methods followed in this paper can be easily generalized for linear 
ternary and higher systems, if we neglect the effect of non-neighbouring atoms. 
This, further the extreme cases, in which some of the components are present 
to a very small extent (impurities), will be discussed in a following paper. 

I am indebted to Zs. Néray for drawing the figures. 
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MCCJEXOBAHHA 10 TEOPHH TBEPJbIX TEJI 
II. JIvHeiivan nenb pa3JIHuHHIX aTOMOB 
T. A. ToopmMany 


(Pe3 0 Me) 


“B Hacrosmlet crarbe pacMaTpuBaetTcn JMHeHaA Wellb ABYX pPa3JHYHBIX COPTOB aTO- 
MoB. BuHapHble CHcTeMb OOcyKMalWTCA B o6ueM 6e3 MpHHATHA BO BHHMaHHe 4HCJIa BCeX 
AaTOMOB. 
SajaHbt @opMyNH ANA BbIcuncIeHH CBASaHHHIX C TAKAMH YHopAAOYeHHEIMM JIMHeH- 
HBIMH cimaBaMH GuHapHoro Tuna. Berucb nofpobHHe HccJleqoBaHHA OTHOCHTeJIbHO THMOB 
A—B—A-—B, A—A—B, A—A—B—B 4 A--A--A—B mpeHeOpexkeHHeM HHTerpasiamMH M0- 
KpHITHA, Kak H Ge3 aTOrO nepeHeOpe>KeHHA. 
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LETTERS TO THE EDITOR 


NOTES ON THE RISE AND DECAY 
OF WILLEMITE LUMINESCENCE 


(Received 15. XII. 1950.) 


In a previous paper [1] author reported on the investigations of the 
phosphorescence of willemite with cathode-ray excitation. This paper con- 
tains some supplementary data. 

The insvestigations have dealt with the phosphorescence of an artificial 
willemite of 0,2° magnanese content. Excitation was made by pulses of varying 
duration between 1 and 280 microseconds, separated in each case by an inter- 
val of 20 milliseconds. Measurements were also carried out with excitations 
of rectangular wave form, the pulse length being equal to that of the pause. 

Fig. 1. shows the experimental arrangement. The pulses produced by 
a pulse generator (Orion SP 61221) or by a square wave generator (Orion SP 
60881) were applied to the deflecting plate P of a cathode-ray tube. 

The fluorescent screen S was covered with black paper, except for a 
2 x 2 square millimeter spot L, on which the electrons impinged during the pulse. 

A multiplier phototube was placed before the spot with a load resistance 
Rof70 000 ohm. A Weiss type multiplier phototube and, in some measurements, 


a 931 A tube were used. 


\ 


The signals on the resistance were amplified by a two step wide band 
amplifier 25 c —5 Mc (Orion SP 21 011) and brought to the plates of a cathode 
ray oscilloscopes the pattern of which was photographed. 

The mathematical analysis of the experimental curves indicates that the 
total decay curve may be described by the superposition of three exponentials 
of the form 


I= Te. 


The decay constants were a, = 200/sec. a, = 1800/sec., 43 = 72 000/sec. 

The decay constants a are independent of the excitation duration and 
intensity, but the amplitudes of the single components are determined by 
the duration of excitation. 

The decay constants and amplitudes are functions of the activator (man- 
ganese) content. The fast component of the decay curve is prominent in samples 
with light amounts of manganese, below about 0,3%. It could be detected 
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1100 V ¥ 
f. 
Fig. 1. Experimental arrangement. Notations: 
1. Audiofrequency generator. 3. Multiplier phototube. 
2. Pulse generator or square wave generator. 4, Amplifier. 


5. C. R. oscilloscope. 


in samples with greater manganese content too, but only with a very small 
amplitude. 

The amplitudes and the decay rates of the slower components are also 
varying with the manganese concentration. Detailed data will be published 
in a forthcoming paper. 

In a recent paper Nagy [2] offered an explanation for the occurrence 
of the three components. He has shown that these components are related 
to the emission bands of willemite in luminescence found by Szigeti and Nagy 
[3], [4], [5]. 3 

Gy. Gergely 


Research Laboratory for Telecommunication, 
Budapest. 
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UBERGANGSSCHICHT ZWISCHEN WACHSENDEN 
- KRISTALLEN UND IHRER LOSUNG 


von 


Z. GYULAI und S. BIELECK + 
INSTITUT FUR EXPERIMENTAL-PHYSIK DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(EINGEGANGEN : 3. IV. 1951) 


An der Beriihrungsgrenze zwischen Kristall und Lésung befindet sich eine Ubergangs- 
schicht, in der die Ionen und die Wassermolekiile in gewissermassen zum Teil geordneter Weise 
die Fortsetzung des Kristalles bilden. Diese zum Teil geordnete Schicht. wachst dann zeitweise 
in der von Kossel beschriebenen Weise an den Kristall an. Diese Art des Wachstums der Kristalle 
gibt die Erklarung fiir die an den Kristallen beobachtete Schichtung. 


1. Kossel hat fiir das Wachstum der Kristalle eine atomistische Betrachtung 
aufgestellt laut welcher der Kristall pulsierend wachst [1]. Im Fallé von Ionen- 
kristallen bilden die Kristallspitzen und -kanten die Ausgangspunkte fiir das 
pulsierende Wachstum. Dieses pulsierende oder abschnittsweise Wachsen 
kann experimentell beobachtet werden [2]. Die Dicke jener Schicht, die - auf 
obige Weise beobachtet werden kann, liegt jedoch bei NaCl in einer Gréssen- 
ordnung von ca. 0,001 mm, wahrend das theoretische Verfahren nach Kossel 
auf einzelne Ionenschichten Bezug nimmt. Mit Riicksicht auf die Gesetze der 
Diffusion ist hier aber folgende Uberlegung einzuschalten : Wenn die Konzen-' 
tration in der Nahe der Kristallflachen genau so gross ist, wie in den anderen 
_ Teilen der Lésung, so erscheint es unverstandlich, warum so viele Ionen auf 
 einmal aus der Lésung ausgeschieden werden. Dies wurde naimlich in der Nahe 

der Kristallflachen einen Mangel an Ionen zur Folge haben. Wird hingegen 
angenommen, dass die Konzentration in der Nahe der Kristallflachen grésser 
ist, so ist dies in Anbetracht der Diffusion nicht verstandlich, denn die Ionen 
_ werden nicht von Stellen mit geringerer Konzentration dorthin diffundieren, 
wo die Konzentration grésser ist. Einerseits ist es also notwendig, dass in der 
Nahe der Kristallflachen eine gréssere Menge Ionen vorhanden sei, andererseits 
geht es nicht an, mit dem Gesetz der Diffusion in Widerspruch zu geraten. 
' 2. Es muss also eine Erklarung gefunden werden, wieso in nichster Nahe 
der Kristallflachen eine gréssere Ionenkonzentration entstehen kann. Dies kann 
; nur auf eine neu auftretende Wirkung zurickgefiihrt werden. (Dieses Problem 
: wurde vom Verfasser zum erstenmalim Jahre 1946 theoretisch beleuchtet [3 ].) 
Die dabei angestellte theoretische Uberlegung war folgende: Die Ionen des 
Kristalles iiben auch nach aussen, auf die in der Lésung befindlichen Ionen 
eine Anziehung aus. Da es sich um eine tibersattigte Lésung handelt, werden 
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auch Cireanichalicn Ionen vorhanden sein, deren Hydrathiille nicht mehr voll- 
kommen ist. Es ist demnach zu erwarten, dass sich einzelne Ionen zusammen 
mit ihrer Hydrathiille an die Oberflache des Kristalls anlagern werden. Es ist 
auch in Betracht zu ziehen, dass die Wassermolekiile Dipole sind und dass sie 
deshalb in der Nahe der Kristallflachen der Anziehungskraft der lonen unter- 
liegen, d. h., dass sich einzelne H,O Molekiile gleichfalls an die Oberflache 


des Kristalls anlagern werden. Ob das Wassermolekiil mit seinen Polen an ein 


Ionenpaar anhaftet oder ob es sich gewissermassen auf einem Ion festsetzt, kann” 


nicht festgestellt werden, dabei spielen auch die Gréssenverhaltnisse der lonen und 
Molekiile mit, doch ist es auf Grund dieser Tatsachen héchst wahrscheinlich, dass 
an die dussere lonenschicht des Kristalls zum Teil lonen und zum Teil Wassermole- 
kile in einer gewissen Ordnung anhaften werden. Diese am Kristall haftende 


xf © Fe 


Abb, 1, Schematische Zeichnung der Ubergangsschicht 


Schicht bildet in gewisser Beziehung die Fortsetzung des Gitters (Abb. 1.); es han- 
delt sich also um eine geordnete, aber weniger vollkommene Ordnung als der Kris- 
tall selbst. Ahnlicherweise wird sich auf diese zum Teil geordnete Schicht eine 
andere Schicht setzen, die ahnlich wie die vorige aus Ionen und Wassermole- 
kilen besteht ; in dieser zweiten Schicht wird die Ordnung ihrer Bestandteile 
in einem geringeren Ausmass vorhanden sein als in der ersten. So kénnen 
iibereinander mehrere solche Schichten Platz finden, wobei die Konzentration der 
Ionen in der Grenzschicht grésser sein wird als in der Lésung selbst. So wird 
dann die Kristalloberflache selbst mit ihrer Ionenstruktur, die iiber ein gut 
definiertes elektrisches Kraftfeld) verfiigt, jenes Agens bilden, welches die Ionen 


— im Vergleich zur Lésumg — konzentrieren wird. Es kann also kurz 
gesagt werden, dass an der Oberflache des Kristalls — infolge von 
Ionenkraften — sich eine teilweise géordnete Schicht ausbildet, in der die 


Ionenkonzentration grésser ist, als in der Lésung. In dieser Schicht 
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wird die Brownsche Bewegung bereits kleiner sein als in der Lésung. Die Struktur 
dieser Ubergangsschicht wird gegen die Lésung allmahlich schlechter werden. 
Der Vorgang des Kristalls-Wachstums kann jetzt folgendermassen so 
aufgefasst werden: Das Gleichgewicht (Quasigleichgewicht) in einem Punkt 
der Ubergangschicht wird gestért, und daraufhin lagern sich die halb- 
-wegsgeordneten Ionen der Ubergangsschicht dem Kristall an. Diese Gleich- 
gewichtstérung in der Ubergangsschicht geschieht am ehesten an einer 
‘Spitze oder Kante aus den nach Kossel bekannten energetischen Griinden. 
Durch dieses Sichanlagern entsteht aber jetzt nicht eine einzige Tonenschicht, 
‘sondern eine Schicht von der Dicke von mehreren Jonendurchmessern, 
je nachdem, wie viele Ionen gerade in der Ubergangsschicht angehauft 
sind. Bei diesem Prozess erfolgt nicht nur das, dass die TIonen an den 
Kristall anwachsen, sondern auch das, dass die iiberflissigen Wasser- 
molekiile aus einem gewissen Raum verdrangt werden. Diese verdrangten Wasser- 
molekiile kinnen dort jedoch keine zu grosse Verdiinnung hervorrufen, sondern 
sie vermischen sich mit dem entfernteren Teil der Ubergangsschicht und be- 
wirken héchstens, dass dort eine Konzentration entsteht, wie sie in den 
entfernteren Teilen der Lésung herrscht. Dies scheint qualitativ wahrscheinlich 
ga sein, denn die Konzentration der Lésung war von Anfang an gesattigt, 
und es entstand in ihr an der Kristalloberflache eine gréssere lonenkonzentration. 
Die Ionenmenge, die diese gréssere Ionenkonzentration hervorruft, ist es eben, 
die an den Kristall anwachst. Mit dieser Uberlegung steht vielleicht nicht im 
Gegensatze, dass — im gegebenen Falle —, in einem einzigen Akt, zum 
Kristall nur eine Ionenschicht anwachst. In diesem Falle wird das Wachstum 
des Kristalls sehr langsam vor sich gehen. Die Bedingung dafir ist, dass das 
Verdampfen der Lésung nur sehr langsam erfolgt, was ja in der Praxis 
auch meist der Fall ist. 


, Wird dieses Bild nun weiter analysiert, so folgt daraus, — da auf einmal 
verhaltnismassig rasch mehrere Jonenschichten entstehen — dass in dieser 


“Schicht einzelne Wassermolekiile eingeschlossen bleiben kénnen und dass an 
einzelnen Stellen feblerhafte Struktur auch auftreten kann. Man kann also 
sagen, dass es infolge des geradezu lawinenartigen Wachstums vorkommenu 
kann, dass einige regelmassig gewachsene Stellen eine weniger regelmassig 
_gewachsene sozusagen_ einschliessen. Auf diese Weise erfolgt auch die 
 Einschliessung von Verunreinigungen in Kristallen. Die obige Uberlegung 
steht auch im Einklang mit der allgemeinen Erfahrung, dass sich Kristalle 
“yon guter, vollkommener Struktur nur bei langsamen Wachstum ausbilden. 
Diese Regel hat fiir jegliche Form des Wachstums von Kristallen Geltung, 
also fair das Wachstum aus Lésungen, Dampfen oder Schmelzen. 
3. Es entsteht nun die Frage, was fir experimentelle Beweise fiir das 
‘tatsachliche Vorhandensein der. Ubergangsschicht erbracht werden kénnen. 
Die vom Verfasser durchgefiihrten Versuche, bei denen die Frage durch Mes- 


1* 
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sung der inneren Reibung geklart werden sollte, ergaben keine befriedigenden 
Resultate. In der letzten Zeit gelang es jedoch mehrere Beobachtungen zu 
machen, die als positive Beweise aufgefasst werden kénnen. Eine dieser Be- | 
obachtungen ist die folgende: Wird in einem flachen Gefass NaCl Lésung | 


Abb. 2. Die am Boden des Gefasses gewachsenen NaCl Kristalle mit Querstreifen (3,5-fache 
< Vergrésserung) 


verdampft, so erscheinen auf dem Boden des Gefisses kleine Kristalle. Diese 
Kristalle zeigen mit der Zeit fast ausnahmslos eine gewisse Querstreifung - 
(Abb. 2.). Der Querschnitt durch einen solchen Kristall wird auf Abb. 3 gezeigt. 
Die Querstreifung wird zum Teil durch Okklusion von Luft verursacht. Der Kris- 


Abb. 3/a Querschnitt durch einen Kristairt. Unten stufenférmige Erhéhung. Auch Spuren von 
Querstreifen sind sichtbar (16 fache Vergrésserung) 


Abb, 3/b Schema des Querschnittes 


tall von unten betrachtet nimmt, nachdem er zu wachsen begonnen hat, in kurzer 
Zeit eine stufenférmige Struktur an (Abb. 3.). Die Entstehung dieser stufen- 
férmigen Struktur kann nur durch die an der Oberflache des Kristalls 
befindliche Ubergangsschicht erklart werden. Der Kristall lag namlich am Anfang 
mit seiner Flache c auf der Glasplatte d. Spater hob er sich in die Héhe. In 
diesem hochgehobenen Zustand befindet sich unter der Flache c die Lésung. 
Hier geht keine Verdampfung vor sich, die Stufen / des Kristalls kénnen sich 
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also nicht aus diesem Stoffe gebiidet haben. Die Stufen | kénnen also nur auf 
die Weise entstanden sein, dass der Stoff von den Seitenflachen e des Kristalls 
sozusagen unter den Kristall geflossen war. Das Ganze kann man sich also in 
der Weise vorstellen, dass sich an den Flachen e des Kristalls und natirlich 
auch unter der Deckflache f die Ubergangsschicht ausgebildet hat. Sobald der 
Vorgang des Wachsens beginnt, fangt der Stoff der Ubergangschicht an den Flachen 


‘von den Spitzen bzw. Kanten her zu zerfliessen und dringt iiber die unteren 


Kanten der Flache e in den Raum unter den Kristall ein. Wenn der Kristall 
bereits geniigend gross geworden ist, so reicht der zur Verfiigung stehende 
Stoff nicht mehr aus, um die untere Flache véllig auszufiillen. Dann ist er nur 
noch imstande, bis zu einer gewissen Entfernung von der dusseren Kante einzu- 
dringen. So ist es denn selbstverstandlich, dass die Stufen im unteren Teil nach 


Abb. 4/a Stufen am unteren Teil eines NaCl Kristalls (15-fache Vergrésserung) 
Abb. 4/b Stufen am unteren Teil eines Alaunkristalls (15-fache Vergrésserung 


aussen zu verlaufen, weil der Kristall auch in die Breite ununterbrochern im Wach- 
sen ist. Diese Erscheinung ist nicht nur bei NaCl sondern auch bei Seignette-Salz, 
wo die Stufen manchmal Ausmasse von Zentimetergrésse annehmen, zu beobach- 
ten ist. Abb. 4 zeigt eine solche photographische Aufnahme. Diese Erscheinung 
ist héchst allgemein und kann leicht hervorgerufen werden, was darauf schliessen 
lasst, dass die erwahnte Ubergangsschicht eine allgemeine Erscheinung ist 


und gut definierte Eigenschaften aufweist. Es soll hier erwahnt werden, dass 


der Verfasser in seiner im 1935 erschienenen Abhandlung [2] bereits die Front 
der die Flachen entlang vordringenden Schicht beobachtet hatte, die sich gleicher- 
massen tastend, in einer krummen Stirnlinie vorschiebt. (Siehe auch die schema- 
tische Abbildung 2 des zitierten Aufsatzes.) Die Reste dieser Flachenschichten 
kénnen an vielen natiirlichen Kristallen beobachtet werden. Die Schichten 
wurden wahrend ihres Wachstums auch an anderen Stoffen beobachtet, so von 
C. W. Bunn und H. Emmeth [4]. Die Abb. 9 in ihrer Abhandlung stellt gerade 
die Beobachtung des schichtenweisen Wachsens im Falle von Ammoniumsulfat 
dar. Dieselben Autoren publizieren auch in Abb. 3 der zitierten Arbeit mikro- 
skopische Aufnahmen iiber das schichtenweise Wachstum. 
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Schliesslich fiihrt C. W. Bunn den Nachweis [5], dass die Konzentration | 
einer Lésung um einen im Wdchstum befindlichen Kristall herum eine Ver- 
minderung aufweist. Er beweist dies auf optischem Wege und misst es auch 
durch Interferenzaufnahmen aus, aus denen hervorgeht, dass in einer Entfernung 
von 0,5—1 mm von der Kristalloberflache ein noch messbarer Konzentrations- 
unterschied besteht. Nach Bunn ist die Erhéhung der Konzentration im Fall — 
von NaCl0;, wo der Kristall stark wachst, geringer als dort, wo kein Wachstum © 
eintritt. Bunn erwartete, dass die Konzentration dort héher sein werde, wo 
der Kristall stark wachst. Da er gerade das Gegenteil davon feststellen musste, 
so fand er dies unverstandlich und begann, einen neuen Wirkungsfaktor zu 
suchen. Nach der Meinung der Verfasser ist dieser Wirkungsfaktor eben die an 
den Kristallflachen befindliche Ubergangsschicht, die von zum Teil geordneten 
Ionenkraften zusammengehalten wird. Das Anwachsen der Ubergangsschicht 
an den Kristall ist es gerade, was die Ubersattigung in der nachsten Nahe des 
Kristalls vermindert. Wenn das Wachstum nicht aussetzt, so erfolgt die Bildung 
der Ubergangsschicht und ihr Anwachsen an den Kristall kurz aufeinander, 
und dieser Vorgang vermindert eben die Ubersattigung an dieser Stelle. Die 
unabhangige Struktur und die Tatigkeit der Ubergangsschicht geben also 
eine Erklarung fiir die Beobachtungen Bunns. 

4. Eine andere Serie der von Verfassern ducapeatiinreat Beobachtungen 
bezieht sich auf die an der freien Oberflache der Lésung wachsenden — schyeben- 
den — Kristalle. Es ist wahrscheinlich, dass die zudberst auf der Lésung scltwim- 


Abb. 5/a An der Oberflache einer NaCl Lésung schwebender Kristall (65 fache Vergrésserung) 
Abb. 5/6 Schematische Zeichnung der auf Abb. 5/a gezeigten photographischen Aufnahme 


menden, unsichtbaren kleinen Verunreinigungen der Anlass dafir sind, dass 
an der Oberflache der Lésung Kristalle entstehen. Es wurde beobachtet, dass 
die freie Flache der schwimmenden Kristalle vollkommen trocken ist, obwohl 
diese durch eine feine Fliissigkeitsschicht in schwebendem Zustand gehalten 
werden. Diese freien Flachen wachsen unbehindert und bleiben dabei trocken. 
Abb. 5/a zeigt die photographische Aufnahme eines solchen Kristalls, wahrend 
Abb. 5/b ihn schematisch darstellt. Die Lésung kommt nicht auf die Kristall- 
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deckflache herauf, trotzdem zeigt die freie Flache ein Wachstum. Der Stoff 
strémt oder kriecht also von der Seite her auf die Deckflache herautf. 

Auf Abb. 5/c ist die Stufenférmigkeit des Kristalls zu sehen. Bei langerer Beo- 
bachtung kann festgestellt werden, dass sich diese Vertiefungen ausfiillen (Abb. 6). 


Abb. 6. Schwebender NaCl Kristall. Die Stufen werden spater allmahlich ausgefiillt (85-fache 
; Vergrésserung) 


Es strémt also Stoff von der Seite der Lésung in die stufenférmigen Vertiefungen 
des Kristalls, doch verandern sich die Beriithrungsstellen des Kristalls und der 
Lésung nicht. Diese Erscheinung kann nur damit erklart werden, dass die Uber- 
gangsschicht von der dusseren Seite des Kristalls her in die inneren Teile vor- 
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dringt. Eine Ubergangsschicht schiebt sich also die Kristallkanten entlang 
vor und dringt in die inneren Teile ein, ohne dass die Lésung die inneren Teile 
befeuchten wiirde. 


5. Das Bestehen der hier heschriebenen Ubergangsschicht gewinnt an | 
Wahrscheinlichkeit, wenn auf die Uberlegungen Grafs [6] Bezug genommen 
wird, in denen er die Angaben, welche die Struktur von Mosaiken und idealen | 
Kristallen betreffen, auszuwerten sucht. Seiner Meinung nach gehért die in | 
den Kriscallen zu beobachtende Schichtung, die bei mehreren Gelegenheiten | 
in einer Gréssenordnung von 0,0001—0,001 mm beobachtet werden konnte, 
zu den urspriinglichen Eigenschaften der Kristallstruktur. Laut Kossel 
sind die Ursachen dieser Erscheinung noch nicht festgestellt [7]. Die Meinung 
der Vertasser ist, dass die hier beschriebene Ubergangsschicht eben fiir diese 
Schichtung als Erklarung dient. Graf nimmt namlich als Erklarung fiir den 
Wachstumsmechanismus der Kristalle einen dreidimensionalen Lamellenkeim 
an. Die Entstehung dieses Schicht- oder Lamellenkeimes geht gerade in der 
Ubergangsschicht vor sich, wenn sich diese umordnet. Der Gang der Umord- 
nung ist folgender: die Bildung eines solchen Lamellenkeimes nimmt an der — 
Spitze oder an der Kante des fertigen Kristalles seinen Anfang, und dieser Pro- 
zess setzt sich jetzt simtlichen Flachen entlang fort. Die Ubergangsschichten 
treten auf die Wirkung der zwischen den Kristallelementen tatigen Kraften in den 
physikalischen Zustanden, die in den Experimenten herrschen, notwendiger- 
weise auf. Es muss also auf Grund des Vorausgeschickten auch die Schichtung 
notwendigerweise auftreten. Mit diesem Bild steht auch die Beobachtung im 
Einklang, wonach an der Grenze der Schichten eine Ausscheidung von fremden, 
Stoffen — Verunreinigungen — stattfindet. Bei einem intensiven Anwachsen 
wird namlich die Verunreinigung an die Oberflache hinausgeschoben. Die sich 
neu bildende Schicht itiberdeckt sozusagen diese Verunreinigung, wahrend sie 
ihrerseits die in der neuen Grenzschicht befindlichen Verunreinigungen zur 
gleichen Zeit an die Oberflache stésst. 


Diese Arbeit wurde im Institut fiir experimentelle Physik der Technischen 
Universitat in Budapest verfasst. Der Ungarischen Akademie der Wissenschaften 
sei an dieser Stelle Dank fiir ihre wertvolle Unterstiitzung ausgesprochen. 
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_ABTOPbI CUHTAIOT, 4YTO MEDKAY KPHCTAJJIOM H ero PacTBOpOM, Ha NMoBepXHOCTH KpH- 
a oOpasyeTcaA NepexoqHb rpaHHyHEi cro H YTO MpHpocT HOBHIX HOHOB K KpHcTasy 
OHCXOMUT Yepes NOcpesHNYeCTBO sTOTO TpaHHYHOrO cOA. DToT Nepexo_uE rpanuyHHt 


[ACHIN[EHHOM PacTOBpe HOHE, a TakoKe AWNOIM MOTeKyJ BOAL. Mocnre storo HOH rpaHH4y- 
0 COA, COrmacHo WpaBusa ocTpux wu peOpa Koccensx, nepectpanBalotcs cpasy B 6obmHx 
MajaxX, B CeACTBHe Yero HaXOfAlMeCA 3feCb MOJIEKYJH BOUL BLITECHAITCH. 

Sro BosspeHne o3sHaya eTMpHOTMKeHHe ATOMHCTHYeCKOrO BsriAga Koccens K skcnepu- 
AJIbHLIM ycnoBusM. Ipoueccsi, savKcupoBaHHble B NpHBeseHHHIX MHKPOCHHMKaX, MOLYT 
b OOLACHEHLI STHM BOSSPEHHEM H TAaKHM OOpasomM Cy KaT KaK TO 9KCHepHMeHTaJIbHEIM 
ATE JIbCTBOM. 
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DREHIMPULS IN DER QUANTENTHEORIE DER 
a ° WELLENFELDER 


von 


G. MARX 


INSTITUT FUR PHYSIK DER EOTVOS-UNIVERSITAT IN BUDAPEST. 


i. | (Vorgelegt von K. F. Novobatzky. — Eingegangen 25. IV. 1951.) 


Es wird gezeigt, dass der symmetrische Energie-Impuls-Tensor i im Rahmen der speziellen 
DRelativitatstheorie auch fiir Wellenfelder, beschrieben durch eine Lagrange-Funktion héherer 
_ Ordnung, dargestellt werden kann. Der Drehimpuls des Feldes ist eindeutig zerlegbar in Bahn- 
und Spin-Moment. Der Spin ist bestimmt durch die Transformations-Eigenschaften der 
_ Zustandsfunktion. Ahnliche Resultate ergeben sich auch fiir den Feldimpuls. 


§ 1. Einleitung 


Der Drehimpuls—Operator eines Teilchens kann in der Quantenmechanik 
nach H. Weyl [1] folgendermassen konstruiert werden : 


4 


h 
M= a (x5 83 —%3 9, + Ios) - 
h 
M,=* (x3 0; —%, 95 + Is1)- (1) 


h 
Ms = = (#1 Qg—*2 8, + The)> 


Die Matrizen J,, beschreiben die Anderung der Zustandsfunktionskompo- 
nenten Y, infolge einer infinitesimalen Lorentz-Transformation 


x4 = (Sin + Ein) Xr Fix = —Exi 
_gemass 


1 
OW eet. Y,- (2) 
Man nennt den Operator mit den Komponenten 
h 
Ly = | 28s —%s 82) (3) 


‘usw. Bahn-Moment und 


Sophy on (4) 
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usw. Spin-Moment des Teilchens. Alle diese Momenten-Operatoren geniigen 
folgenden Vertauschungs-Relationen [2]: 


[M,, Mi] =—+ Ms, 6) 
Cla ee (6) 
[SS] = -+ S, G) 


und allen, die daraus nach zyklischer Vertauschung der Indizes folgen. 


Im Falle eines Feldes hat man die Komponenten des Drehimpulses auf, 
andere Art zu konstruieren. Man definiert die Momenten-Dichte 


M inp =X, Vp, —%X 4 Tir, (8) 


wo Tix den Energie-Impuls-Tensor bedeutet. Die Komponenten des gesamten, 
Drehimpulses des Feldes sind | 


M, = = | Men dV, 
ic 


1 
se pet [ Maa, (9) 


“ 


M; = a | Misav: 
- uc 


Man hat iiber den ganzen dreidimensionalen Raum zu integrieren. Infolge der 
Erhaltung der Energie und des Impulses ist der Energie-Impuls-Tensor diver- 
genzfrei : 


or Ti, =.0. 
Um die Erhaltung des Drehimpulses zu sichern gemass 


8, Mine = Tri— Tix = 0, 


folgert man die Symmetrie des Energie-Impuls-Tensors. Der symmetrische 
Energie-Impuls-Tensor wird nach D. Hilbert [3] durch die Anderung des Wir- 


kungsintegrals 


dx =dx1dx? dx? dx4 


gebildet, wenn man den metrischen Fundamentaltensor g,, variiert : 


a 


61= < | T 69, \/gdx . (11) 
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| {Diese Definition sichert von selbst die Symmetrie des Energie-Impuls- 
_ ‘Tensors, da die g;, symmetrisch sind.) Man bekommt den Operator der Drehim- 
_ puls-Komponenten des Feldes, wenn. man den Integrand in M, durch die 
Zustandsfunktionen y, (x) und die kanonisch-konjugierten »Impulse« 2, (x) 
ausdrickt und diese mit Operatoren darstellt, die durch die Vertauschungs- 
Relationen 

[lx,2) wala’ t)] = = Spr (x —2') 


charakterisiert sind. (Alle anderen Funktionen-Paare sind vertauschbar.) 
Scheinbar stehen die eben definierten Operatoren M, mit den Drehimpuls- 
| Komponenten ©, eines Elementarteilchens in keinem naheren Zusammen- 
| hang. Die innere Verwandschaft des Drehimpulses des Feldes und des Teilchen- 
Drehimpulses wurde von L. Rosenfeld gezeigt [4]. Es bestehen namlich folgende 
Relationen im Falle der Lagrange-Funktion erster Ordnung: 


‘ : mn : 
M, =— {>(x) [x5 95 —x5 02 + Tes ](s)dV=— || a2) My(2)aV. (12) 
- 1 . 
Diese »kanonische Form« erméglicht die Zerlegung des Drehimpulses auch eines 


Feldes in ein Bahn-Moment, welches durch die Energie-Strémungen entsteht 
und in den Spin, welcher von ihnen unabhangig ist: 


r M, =L, + S,. 1 

| “wo zum Bespiel ‘ Sled ins? 

d i ; ie f wey 

DL — |) bee —ssalveav=— [2 Lyar (4) 
. hes 


$,=—{als) Invieyd¥=— 1 | ale) Spat (15) 


Wir michten zeigen, dass dieser Zusammenhang auch auf Felder, be- 
schrieben durch eine Lagrange-Funktion héherer Ordnung, erstreckbar ist. 
ie kanonische Form des Drehimpulses ermdglicht die Verifikation der Ver- 


uschungs-Relationen 


[M, M.]=— . M,. (10) 
h 

[L,.L.]=— 5 1. (17) 
h 

[S,- S.] See S3, (18) 


die den Relationen (5), (6) und (7) gleichen. Diese Ahnlichkeit zeigt die Ver- 
vandtgchaft zwischen Feld und Teilchen noch weiter. Es ist noch bemerkens- 
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wert, dass der Gesamt-Drehimpuls- und Spin-Operator des Feldes durch die | 
Transformations-Eigenschaften der Zustandsfunktion bestimmt und von der | 
Form der Feldgleichungen unabhangig sind. 

Einen ahnlichen Zusammenhang kann man auch zwischen de 


Operator eines Elementarteilchens 


m Impuls- 


und dem Gesamtimpuls des Feldes finden. Der Feldimpuls wird mit Hilfe des | 
symmetrischen Energie-Impuls-Tensors definiert durch : 


a et 3 
P=; | Tha dV. 


i 


Bei einer Lagrange-Funktion erster Ordnung bestehen die folgende Relationen : 


Pia — {nla} deve) dV — 7 | a) Pa led a (19) 


Relationen (12), (14) und (15). Dieser Zusammenhang 


Diese sind analog zu den 
damit die Lagrange-Funk- 


besteht auch dann, wenn die Feldgleichungen (und 
tion) héherer Ordnung sind. 

Fir den Beweis der Relationen (12) verallgemeinern wir den Rosenfeld: 
+ konstruieren hier den symmetrischen Energie-Impuls: 
Tensor im Rahmen der speziellen Relativitatstheorie und bilden daraus nact 
Gleichungen (8) und (9) die Drehimpuls-Komponenten. Die Konstruktion de; 
symmetrischen Tensors geschieht nach der verallgemeinerten Methode vo 
F. Belinfante [5], [6], [7]. Unsere Rechnung hat viele Ziige mit den Arbeite! 
von J. S. de Wet [8| und T. S. Chang [9] gemein. Wir geben die Rechnun) 
der Ubersichtlichkeit halher zuerst im Falle einer Lagrange-Funktion zweite 
Ordnung in §§ 2 und 3 wieder, der allgemeine Beweis folgt in §§ 4 und 5. §- 
enthalt die Verifizierung der Vertauschungs-Relationen (16), (17) und (18 
§ 7 die Untersuchung des Feldimpulses und der Feldenergie. Wir priife 
endlich das Verhalten solcher Lagrange-Funktionen, die auch nicht variie! 


bare Grésse enthalten, in § 8. 


schen Gedankengang. Wi 


§ 2. Energie-Impuls-Tensor gebildet aus einer Lagrange- Funktion zweiter Ordnu:| 


Wir nehmen an, dass die Lagrange-Funktion von den folgenden Variabe| 
abhangt : 
Pu Purr Purs > Lab» Labr- Eabrs: 
Hier ist 


Yun re sige + rq Or, Ory ++ + Or, Pp 
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und es bedeutet 
fab Feilie yet ae => 3, 3, cree 9, fab 


Venn man die Dichte-Funktionen (Skalare, Vektoren, Tensoren multipliziert 
it +/ g) durch gotische Buchstaben hezeichnet, nimmt das Wirkungsintegral 
0) die Gestalt an 

I= | Qde. 


Wir setzen voraus, dass die Eulerschen Gleichungen 


Ox av ag 
See ent Og = == 0) 20 
Oy, 4 OWpr ¥ BY urs (20) 


besteken. 


Machen wir eine infinitesimale Koordinatentransformation 
xh = a? +E! (x), (21) 


so wird die Anderung der Feldfunktion yp » durch den Ausdruck 


x durch die infinitesimalen Gréssen 
sh = Of 
deutig bestimmt. Die Variation von y,, nimmt etwa folgende Form an: 


Opp, = Pp (x‘)—Yp (x) = Fr Py Ss° (22) 


e -Grdssen Jor werden durch die Transformations-Eigenschaften von ?, 
bestimmt. Wir nterscheiden die lokale Variation [10] 


yp =u (*)—¥p (2) 

a der totalen Variation dy,,. Offenbar besteht die Relation 
6 Y= 6*~y + Pur ff, 

8* py = Spr Wy S5— Pp (23) 

ann leicht zeigen [10], dass die Variation 6* und der Differentialoperator 


tauschbar sind : 
OF Pr = 9, OF Pw 
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Die Variationen von g,, sind infolge der Koordinatentransformation (21) 
speziell 
Zab === Bar b5—8rb ie 


0" a= — Bar 5—8rp oo— abr gr. (24) 


Die formale Anderung des Wirkungsintegrals kann man folgendermassen 
schreiben [10]: 


Diese Anderung ist aber gleich Null, da das Wirkungsintegral invariant sein 
muss. Ausfihrlich geschrieben! 


"| ag ag ag og 
61 =| tye eee O° dpe 2a oP eB leibs 
orm Yat OW ur Wpr + Ov prs Purs + Ogap 8ab + 
hu ag 
EE e.. O* gasr + Ogabrs O* £aprs + % (2 *| dx =0. 


Nach partieller Integration und mit Hilfe der Eulerschen Gleichungen (20) 


bekommt man 


o1={ aw O* giz + 9% ee+( 
Ogix 


ht ate opts 
8Yyk ‘ OY wks 


hu 
é* ~~ 6* pr 
Yu + OW yxr Yur + 


chY epee rohu 
ee ee ea ———— 6* 25,4 | dx = 0. 
Ss ( OL ab 3 Og abks Bab Ogabkr Bap x 
Aber gemiass der Definition (11) ist 
ol hu Chu ag hee 
——- iS OF ee tO On een 
O8 ik Ogix MB ikr mats Oinrs 2 


Infolgedessen ist mit Riicksicht auf (23) und (24) 


ON = —[ [EEE + 5B! gig, &] dx + 


+ | 8, [Oj &! + BM Ef + BMS Ei .Jdx =0, 


wo 
OX Che hu 
Of= wor—( ag | i a Pair — 
; ‘ | OP uk * Oks ie OW uke = 
f 82 av ag 
— (5-85 | gai — 5 — vir: 26 
| 8 abk 2 98 abks ) OS aber a (26) 


1 Wir gebrauchen die gewénliche Summationsvorschrift: Die doppelt vorkommenden 
lateinischen Indizes hat man von 1 bis 4, die doppelt vorkommenden griechischen Indizes von 
1 bis zur Komponentenzahl von y zu summieren. 


| 


d1=/[d*2 +9, (G84) de. (25) 
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av ax ag ag 
Ber = | vr * pr ward é 
| OP uk ay Sui Yr = Op s (Sui?) OY : Yu 
oR | rg OSE ont LER bees | (27) 
a8 ark s F) Barsk. t Ogarsk Sais Ogabkr Sabi 


Nach einer partiellen Integration wird 


o1={[o Tf LGM gu] Bde + [aelBhE + BEE + BH Eid de = 0,28) 


wo 


BK = OF — TF (29) 


bedeutet. Das zweite Integral ist nach den Satz von Gauss in ein Oberflachen- 
integral umformbar. Wenn man die £' so wahlt, dass sie und ihre ersten und 
zweiten Ableitungen auf der Oberflache verschwinden, bekommt man aus (28) 


[ foe t#—— Ti eise] & dx = 0. 
Infolge der beliebigen Wahl der Funktionen E’ muss der Integrand verschwinden, 


also T;, ist divergenzfrei : 
iv T= [a gk__| gikg, le=0- (30) 
| bees Vg ker 9 ikr 
Wenn aber die £' und ihre Ableitungen auf der Oberflache nicht verschwinden, 
ist gemass (28) und (30) 
ST = | o,(Bi Es + Bi Er + BLT Ere] dx = 0. 
Fihrt man. die Differentiation aus, so bekommt man : 


BT = [[ (4 B4) E+ (Bi + Oe BE) EF + (BI + Ou BUA) fs + BA Eire] dv = 0. 


Da die £ willkiirlich und deshalb £', &, i und éi,, in jedem gegebenen Punkt 
frei wahlbar sind [8], folgt 


8x BK = 0, (31) 

B+ 0, Bi = 0, (32) 

6's, + 9, 8S = antisymmetrisch in r, s, (33) 
krs — antisymmetrisch in k, r, s. (34) 


2 Acta Physica 
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Aus (33) und (34) folgt 


Sy = — Bi: (35) 
Aus (29), (30) und (31) folgt 
8, OF = 8, Tk = — Fi gi, (36) 
und aus (29) und (32) folgt 
TH OK +9, B",. (37) 


Wir wollen unsere Resultate auf den Fall euklidischer Metrik anwenden, wo 


Le ion 
Sin= On = f Yes 
(0, sonst 


ist. Der Unterschied verschwindet zwischen den kovarianten und kontravarian- 
ten Indizes, Tensor wird gleich Tensordichte, deshalb bekommt man aus (37) 


Tip= On + 9, Brai- (38) 


Der Tensor @,,i st bei euklidischer Metrik mit dem kanonischen Energie-Impuls- - 


Fensor identisch [9], [11]: 


OL OL oL 
0; = L 6 a ri» 39 
k ik faye’ Sia Puks ; Vale OW urk Pu (39) 


und ist infolge (36) divergenzfrei. O,,ist auch im Rahmen der speziellen Rela- 
tivitatstheorie gemass (39) leicht konstruierbar. In dem Ausdruck von T;, 
erscheint noch die Grésse 


OL OL OL 
B =e. -— 0d, ——— 
rki OV pr s ao Tniy on ae OW prs 8, (Ji Py) — 
Beh Doe rh AAs altho ail 
OY wkr an OS ikr * Ogixrs Bix = 9ix 


Wenn wir die B,,; auch konstruieren kénnen, so kénnen wir T;, ohne die 
Zuhilfnahme der kovarianten Gestalt der Lagrange-Funktion berechnen. Diese 
Konstruktion ist aber méglich. Man bilde 


Brix — Brri= Site + Qitrs (40) 
wo 
OL ke OL i Kk 
Sixr =— Skir= Beas By ah Oi — Jni) ¥v+ Bun 85 (Sur— Tui) Pv, 
OL OL 
ikr = — Qeir = ——- Pai — —— ; 41 
Qix Qk = 3 waa? Op pir? (41) 


FS Fas 


if 
: 
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‘Der Ausdruck 

vi vk 
Suk — Spi 
hat aber eine einfache Bedeutung. Wenn die infinitesimale Transformation (21) 
eine Lorentz-Transformation ist, das heisst 


Esti. Xp, fix = — kis 
dann ist die Anderung der Funktion p, nach (22) 
| 
¢ 1 i 
: oe f= Tui Py ik = 5 bit (Ti — Tint) Wv- 


Ein Vergleich mit Gleichung (2) zeigt, dass 
Tui — Tue = Ty” (42) 


‘ist, wo die ig nicht mehr Funktionen, sondern Zahlen sind, namlich die Ele- 
mente der Lorentz-Transformations-Matrizen J, von y p: Gemass diesem Resul- 
tat ist 
6L OL 6L 
Peer ee a A res Sy gy ay 
| Sitr cor 95 OWprs i Yy BWurs i Yous (43) 
Man sieht, dass nach (43) die S,,, und nach (41) die Q;,, leicht herstellbar sind 


‘ohne die Verwendung nichteuklidischer Metrik. B;,, ist aber durch (40) und 
(35) eindeutig bestimmt. Addiert man die Gleichungen 


Brix =" Beri = Ss Shir et Qrir > 
Birk — Birr = — Srxi + Qreis 
Bir = Buri le Sirk a Qirk > 


dann bekommt man 


Bri = — + (Srri — Stir — Sirk + Qrei — Quir — Qrik) - (44) 


Es gelang uns also in (44) die B,,; nur gemass der Methode der speziellen Rela- 
tivitatstheorie darzustellen. Die Konstruktion des symmetrischen Energie- 
‘Impuls-Tensors (definiert durch die allgemein-kovariante Relation (11)) kann 
also ohne die Verwendung der kovarianten Gestalt der Lagrange-Funktion 
folgendermassen geschehen: Man berechne den kanonischen Energie-Impuls- 
Tensor (39) und die Funktionen (41) und (43). Daraus bilde man den Ausdruck 
(44). Dann ist der symmetrische Energie-Impuls-Tensor nach (38) leicht berechen- 
bar. (Diese Rechnung ist im Falle einer Lagrange-Funktion zweiter Ordnung 
anwendbar. Die Verallgemeinerung auf Lagrange-Funktionen héherer Ordnung 


folgt in § 4.) 
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§ 3. Impuls und Drehimpuls im Falle einer Lagrange-Funktion zweiter Ordnung 


Da der symmetrische Energie-Impuls-Tensor bekannt ist, kann man den 
Drehimpuls des Feldes berechnen. Nach der Definition (8) ist 


Mine = Xi Typ —X x Ti = 
= Xj Op, —X4 Oi + Xj Os Bork —%4 Os Bori = 
= xj Ox, — 4 O ir — Bir + Beri + 8s (xi Bork —% Beri) = 
= x; Opp — 4 ir + Qir + Site + 8s (%i Bork —2x Beri): (45) 


Die x-Komponente des Gesamt-Drehimpulses ist nach (9) 
it 1 
M, = P { Og, — %3 a4 + Qoss) dV + je | Sued + 


1 
si6 ra (x2 Byyg — 3 Bsq) dV. 


Da B,,, nach (35) antisymmetrisch sind, also 
Be — 0, 


ist der letzte Integrand in dem Ausdruck von M, eine raumliche Divergenz. | 


Man kann dies nach dem Satz von Gauss in ein Oberflachen-Integral umformen, 
das auf der unendlich entfernten Randflache verschwindet. Es bleibt nur 


M,=L,+S,, (46) 
wo 1 
L,= ie | O34 — Xs O24 + Qogs) dV (47) 
und 1 
Ba yc | Sus dV (48) 


ist. Wir berechnen nun die konkrete Form von §,. Wenn man die Ableitungen 
nach der Zeit 


Ace 
Src 
mit einem Punkt bezeichnet, wird 
3 OL oL OL OEn a8 
cee: | 7x _ eebayigne™ 85 | om —— pla 
ake 3 oe a” ims aia. Py = Bip an Yv 


Nach einer partiellen Integration bekommt man nach Weglassen des Ober- 
flachenintegrals 


Se ied 


v|av. 


tae ry. 96 OL oL 


ee, 
= Is OPps ae) oe, 


a 
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Wir fahren hier die kanonischen Funktionen ein. Es ist bekannt [11], [12], dass 


es im Falle einer Lagrange-Funktion zweiter Ordnung zwei kanonisch-konju- 


gierte Funktionen-Paare gibt. Diese sind : 


OL 3 OL OL 
(1) — ON Oh as 
Pp — Pp und ry OP = Nps Ody 
@) @_ 9b (9) 
- y 
Di = und 2, ==> - 
wp Pe Me Bi 


Bei der Quantelung des Feldes werden diese Funktionen durch Operatoren 
dargestellt, welche den Vertauschungs-Relationen 


i ; u ; 
[ae ), 9(@,)] = | Opn dix 3 (x—2’) (50) 


| geniigen. (Alle andere Operatoren-Paare sind vertauschbar.) Mit Hilfe der 


~ oder nach (3) 


kanonischen Variabeln kann S, in folgender einfachen Gestalt geschrieben 
werden : 
, (1) 2 z 
S:=— | [te Ih” p+ 22 Es” oP 1 av. (51) 


Oder nach (4) in Matrizen-Schreibweise : 


a { [x Sp + 2 Si p] dV. (52) 


ree 


Eine analoge Rechnung ergibt 


—_—— | [z\? (x2 83 — 392) Gy ++ mt) (a2 83— x3 92) py dV, (53) 


i ee ( [2 Cy op + 22) Ly gp] AV, 


1 


“ 


Daraus ist nach (46) 


M, = — | [20')) (x2 83 — x3 92 + Tz3) pO) + 20) (x2 83 — x3 82 + Ts) p)] dV = 
=—— ( [20 M, 9 + 22M, pi] dV. (54) 


Man sieht, dass die Zerlegung des Gesamt-Drehimpulses des Feldes gemiss 


(46) die natiirliche Zerlegung in Spin- und Bahn-Moment ist. (51) gibt den 


Spin-Operator und (53) den Bahn-Moment-Operator des Feldes. Diese sind 
die natiirlichen Verallgemeinerungen von (14) und (15). 
Wir méchten noch den Feldimpuls mit Hilfe kanonischer Variabeln 


 konstruieren. Definitionsgemass ist der Feldimpuls 


1 
ws [ TidV. 


" OeEC 
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Nach der Gleichung (38) ist dies 
Le pean | 
Pea iz | OudV + 5 | Band. (55) 
Infolge der Antisymmetrie von B,;,, ist | 


Bask = 0, 


also ist der zweite Integrand in (55) eine raumliche Divergenz, sodass das In- | 
tegral in ein Oberflichenintegral umgewandelt werden kann, welches auf der — 
unendlichfernen Grenzflache verschwindet. Es bleibt nur infolge (39) fiir k= 
= 1, 2,3 


dV 


P= | (55, (a5, oa Duk ia = Pst 


OL ae 9 OL 


OL ee av, 
Cy rr, Opus 


OL 
pean =, Bus Yuk + Be ale 


was nach einer partiellen Integration 


OL 3 OL 
pe NS aa 
(a 2 es 9s Opus am) Y wk ae = Gur dv 


He s=1 


ergibt. Dies kann mit Hilfe der kanonischen Variabeln (49) in folgender Ge- 
stalt geschrieben werden : 


i 2 1 yy, 
=— flee Bx Pu) + Ay Oe Vw] dV= —— (= Pio” + xP, pa, 


also es besteht eine ahnliche Relation zwischen Teilchenimpuls PD, und Feld- 
impuls P, wie fir die Drehimpuls-Komponenten. 

‘Man kann auf diese Weise auch zeigen, dass die Feldenergie definiert 
durch 


H=—- | T,ydV 


in der kanonischen Form 


H — | [: at gi) 4S) g® Lay 


geschrieben werden kann. 


§ 4. Allgemeine Konstruktion des symmeirischon Energie-Impuls-Tensors 


Nach den speziellen Berechnungen des § 2 wollen wir den allgemeinen 
Fall behandeln. Die Lagrange-Funktion des Feldes sei von héherer Ordnung, 
sie enthalte bis an die m-ten Ableitungen der Zustandsfunktionen y,, und des 
metrischen Fundamentaltensors g,, . 
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_ Um die langen und unibersichtlichen Formeln zu vermeiden, benutzen 
r folgende Bezeichnungen (welche denen von T. S. Chang gleichen) : 

An) Bey = A,, Ton dg! B,, fo 1s Pp) 


- summiert fir alle r, von 1 bis 4, 
Ain) Bin = A,, Tg.-Fn * B,, Foes ly? 


s 
_ summiert fir alle r, von 1 bis 3. Es ist zum Beispiel 
f ‘ Yin) O(n) f= (3,,9;, eee 3,,¥): (3, 9r, - oe Orn F). 
i® Die Feldgleichungen sind die Eulerschen Gleichungen 
' m oh 
|= N(— 1) & <= = 9; 56 
ia of ) (n) rs) Pn) ( ) 
, 
a Bia | 
= V/ gL (Pps Pyro 2 Pury te-+ mn? Sab» Sabr, >** *? Sabryry---tn) 


Funktions-Dichte ist. Man bilde die formale Anderung des Wir- 


, die Lagrange- 
(10) infolge der Koordinatentransformation (21) geméass (25). 


___ kungsintegrals 


pepe S, go tens tla! fies 
or =| ee Bi. oh 6* pug + RC ee O* gan(ny) + Ox(& &*)| dx = 0. 
n=0 n a= ab(n | 


Wenn man partiell integriert und von den Feldgleichungen (56) Gebrauch 


macht, bekommt man 


oe fh, O* giz dx + [ ® Rees 
Sik ¢ 
rou Chu 
ey yt Ons on Bas) | |e = O- 
Pues) 5 9) yen cite b(s) 


Se) 
+ ’ , a Ha ra) oe a 
n7=05=0 j i. S: OY p(n—s)kis) 


Nach der Definition (11) ist 


p eee > 
- ik > 


y m 
ig Sy 


; 1 
Oginn 2 


sodass nach einer partiellen Integration, infulge der Gleichung (24) wird : 


‘ a= | [8.2% DK gine | FT dx + [ 2 Wek — Ure + (57) 
SSC sa Ot. 6* yay +2 Of | __ 8% eaye||dx=0 
— Se ae ee * i BA Wea to - oO xv. 

t= = ) | Bw (n—s)kis) 459) 9) gavin —s)k(s) zane) 


n==0 s=0 
Wenn die Variationen auf der Oberflache verschwinden, 
_ infolge des Satzes von Gauss Null. Infolgedessen muss auc 


wird das zweite Integral 
h das erste Integral 
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verschwinden. Das Volumenintegral verschwindet aber. nur dann, wenn 
ed 
VE 
ist, da die & willkiirlich sind. Der symmetrische Energie-Impuls-Tensor ist also 


auch im allgemeinen Fall divergenzfrei. Deshalb gibt (57), wenn die Variationen 
auf der Oberflache nicht verschwinden, 


bts 1 eae 
(7, TE= (8; 3F§— 5 Ein) = 0 


ad ; m—1 ne opus 
s1= a,|2e#— tke + VN (1) (Bins 5 OY) + 
: 5=0 s=0 Pu (n—s) k(s) 
chu 
+ Ans) Peas 6* gan o| dx = 0. (58) 
'Zab(n—s) k (s) 


Man kann die Ableitungen von 6*y, und 6*g,, leicht bilden : 
OF Wu (s) = Os) Opn 4 As) [a Wy ah — Yur £"], 
O* gaK(s) = 8.50" Zan a ae As) [garés + gFa + gaoré |. 


Nach der Durchfihrung der Differentiation wird 


n n 


n 
’ ’ k 7 
SN Xe Yue = dX Xy $8 (Shr vv) — S Xo vpro— 
s—O s=0 s=0 


n i. 
— Ss Xe Fi Pp ry H-- +s 
s=1 
wo X,,. eine beliebige Grésse bedeutet. Die drei Punkte stehen anstelle der 
Glieder erhaltend Ableitungen zweiter und héherer Ordnung von &’. Ein 4hn- 
licher Ausdruck gilt fiir g,,. Nach diesem Resultat wird die Variation des Wir- 
kungsintegrals gemiass (58) 


aes | BLD SBN EF BT os tw + BE Ely + + FOE Elim] d= 0, (59) 
wo die Gréssen § folgendes bedeuten : 
Bik = OF — TF, 


k m—l on 
Bi= SY Sel 


, jeg . poTy Che ; 
Wn ao Qs) (J rhs Yr)—2 8(n-s) (Pee, Sai(s) |- 
s=0 s=0 


x) FS) — 
Y w(n-s) k(s) ‘Sar (n-s) k (s) 


m-2 n 
—N\ S(— (s+) 
n=0 $-0 


hy hy 
Oye a PORE 
we°3) OY pin-sykr(s) ee y Ph _ Sy auniniocan o| 


und so fort. Es wurde mit @,, die kanonische Energie-Impuls-Dichte hezeichnet : 


o* — 8 6 — NV N(—1)-8 


v +98 
Ne Se trit> (5 Boa 
Sn 2 OY (n-s) k(s) Heo re 8 ¥ab(n-s) k(s Eabnts) 


i 
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Dies geht in euklidischer Metrik, wo 


Sik = Oix 
ist, uber in 
m-1 on OL 
Oi, = Lé,,— V \Y (— 1)" 4 dn-s) ome oho (60) 
n=0 s=0 Pucn-s) k(s) 


Diesen Ausdruck hat T. S. Chang [9] nach der Definition von P. Weiss [13] 
aus Lagrange-Funktionen hoherer Ordnung berechnet. 
Wenn man die Differentiation in (59) ausfiihrt, bekommt man : 


BI = | [(0,B4) E+ (Bi + 8, BM) +--+ 
+ (B, + 8, BP) Sy + «+ BMY Simin] dx = 0. 


Da die ¢' und ihre Ableitungen in jedem fixen Punkt frei wahlbar sind, erfordert 
das Verschwinden von 61 das Verschwinden der einzelnen Koeffizienten von 


+, in dem Integrand [8]: 


8, BK = 0, (61) 

B+ 0,84 = 0, (62) 

B™ +4 9, BK — antisymmetrisch in den Indizes (n), (63) 
87+» — antisymmetrisch in den Indizes (m + 1). (64) 


Aus der Reihe der Gleichungen (63)—(64) folgt, dass die Gréssen § in den 
oberen Indizes antisymmetrisch sind. Zum Beispiel ist 


BK = — By. ce) 


Aus (61) folgt auch hier die Gleichung (36) und aus (62) folgt (37). Wenn man 
_ gur euklidischen Metrik itbergeht, bekommt man aus den genannten Gleichungen 


Ox Oix =0 ? 
(auch der kanonische Energie-Impuls-Tensor ist divergenzfrei) und 
Tix = in + 8,Brri - (66) 
Wenn gj, = 9, ist, wird 
m—l on OL k 
Bie S Go) 5 no 8 (I 
Prki —, eh ) (n—s) BY pin sys) (8) \M pi 7) 
ah : 
ye ee ae. 
nao Ogixin)r | gix = Six 


me ) 
Sy (— 1)? *(s + 1)8n—s) Gis ee a 
n=0s=0 Ypln--syir(s) 
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Die antisymmetrische Kombination von B,,; ist auch jetzt mit Hilfe vo 
(42) berechenbar : 


Brik— Brri = Sir + Qirk » (67 
wo 
: ment Be L yy \ 
Stu = — Seir= — SS (—1)"* On» GE ot 
n—0 s=0 W u‘n—s)r(s) 
und 
My Nal 1)| 
ike ie = " "(—1)r-s s+ os) —— i(s) — 
Q k Qk =, ay ) ( ) (n-s) 8 Pie ane! Y pis) 
aL 
Ons) = 69) 
er SY uin—s)ri(s) vase | (69 
sind. Aus (67) und (65) folgt, wie bei (44), dass 
1 
Bui =— ry (Ski — Skir — Sirk aa Qrki — Qkir =F Qirk) (70) 


ist. Auf diese Weise ist aber der symmetrische Energie-Jmpuls-Tensor im Rahmen) 
der speziellen Relativitatstheorie auch bei Lagrange-Funktionen beliebig) 
hoher Ordnung darstellbar : Man bilde namlich S,,, und Q,, aus (68) und (69), | 
dann die Grésse B,,; gemiss (70). Daraus ist dann mit Hilfe des kanonischen) 
Energie-Impuls-Tensors (60) der symmetrische Energie-Impuls-Tensor nach (66) 
darstellbar. | 

Die hier angefiihrte Methode bedurfte keiner Annahme tiber den Trans- | 
formationscharakter der Pur ist also ganz allgemein dann brauchbar, wenn die 
Transformation der Koordinaten die Transformation der Zustandsfunktion- 
Komponenten eindeutig bestimmt. Der kovariant definierte symmetrische 
Energie-Impuls-Tensor ist durch die Lorentz-Invariant geschriebene Lagrange- 
Funktion und durch den Lorentz-Transformationscharakter der Zustands- 
funktion y,, eindeutig bestimmt, man braucht also die kovariante Form der 
Lagrange-Funktion nicht. 

Es soll noch hervorgehoben werden, dass der Energie-[mpuls-Tensor 
gebildet nach der obigen Methode, mit der zwetten Definition des von Chang 
gegebenen symmetrischen Tensors identisch ist [9]. 


. § 5. Allgemeine Konstruktion des Drehimpulses 


_Die Momenten-Dichte des Feldes kann man gemiss (8), (66), (67) und 
(45) folgendermassen schreiben : 


Mitr = Xi Oxr — Xx Gir + Qikr + Sine + 8s (i Bsrk— 2x Beri): 
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Eine Komponente des Gesamt-Drehimpulses ist nach Weglassen des Ober- 
flachenintegrals 


1 


i (X_ O34 — %3 Oo, + Qoza + Sygq) dV. 


1 — 
Wir zerlegen dies in zwei Glieder : 
M,=L, +S§,, 


wo jetzt 


oe : 
L,= ic | (2 O54 — %3 Oo, + Qoga) db 
und 


Pie ‘ 
S, a ae | Sog4dV 


ist. Wir wollen diese Ausdriicke in kanonische Form bringen. in welcher die 
kanonischen Funktionen erscheinen. S, ist gemass (68) 
iglite Lu Pe OL 4 
Sa (ON Sly tay = road 
n 0 s=0 Wun s)(s) 
Die Doppelsumme kann auch in folgender Gestalt geschrieben werden : 
OL 


wr) (s) 


m-—t- 

~' 
— 

-0 


Ph *m-1 Ss . 
Se Be ie XY wo (IY 8 94, di. (71) 
as so0 


T 
Wir wollen die Ableitungen von Py nach der Zeit von denen nach den raumlichen 


Koordinaten absondern. Schreibt man 


aky, 

mies Pp 

atk 
_ so erhalt man nach einem einfachen kombinatorischen Gedankengang 
4G 
P Whe oe (0) m-l-es aL : 
E = — is pe * (7) Yrs iI fe (-1)l%) Gyn ~ ad. 
: s 07 0 r 0 Opps i 
dq 
_ Nach partieller Integration und Weglassen des Oberflachenintegrals bekommit 
7 
man 
| 
. 3 hil Gs: G0) ami kes OL 
: Y= — i a: id Yr vhs (lL) § 1) 8p Os 4 Sake 8 Ye 
' By OT om rw Oyrecrdis ‘| 
Die Doppelsumme ist wieder umformbar : 
i me sm 1@ Ge) . a5 
S.=— TI, fe Wo Ty di. (72) 
} 
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wo folgende Bezeichnung verwendet wurde : 
: m—1lm-l1-s 4 OL 
41 7 A ag 
m= SSE 106 Seana (73) 
s=i r=0 8Yu(~ {s- i] 
Fiihren wir einen neuen Summationsindex s—i = k ein: 
F Stal m=tmlake aL 
Ee | ’ al s a 
BO ee WS) 09 8g ay 
=O mores : Byun 
Daraus folgt 
f ee a Sere : aL 
me YS CRIA t0 8% a 
AO OY 3] 


Shei 


das heisst 
pear Lae) Ob 
(8 6") (—D)** 8 84 
SPuntd 


Das ist aber die von mehreren Verfassern [11], [12] angegebene Form fiir den 
i-ten kanonischen Impuls. Die dazu kanonisch-konjugierte Funktion ist 


@ _ ,i-) 
Pp 3) Yu . 


m—1 : : 
mie aed parece 


S,=—f, 
i=0 


Infolgedessen kann man (72) in folgender Form schreiben : 


das heisst 
mt 
s, = 2 


i OTs Po aV, 


i=1 


oder gemiass (4) in Matrizenschreibweise 
Bates [20S av. 


s,= 
a te 
Wir haben also wiederam den Spin des Feldes vor uns, also eine Verallgemeine- 


rung des Rosenfeldschen Resultats. 
Nach einer ahnlichen, aber etwas langeren Rechnung bekommt man 
| x? (x. 3, — x3 94) ay dV, 


m 
L.=—X 
a 


i=1, 


oder infolge der Gleichung (3) 
1S 2 Lav. 


L, = 
: hit 


_- 
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Dies ist ersichtlicherweise das Bahn-Moment des Feldes. Der Gesamt- 
Drehimpuls ist 


M, = — [2 (x 2 — x58, + 193) gp? dV = — an a) M, p® dV. 
i=l. 1 fale 

Diese Resultate zeigen den engen Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls 

eines Elementarteilchens und dem Drehimpuls eines Kraftfeldes. 

Man sieht, dass der Drehimpuls (Spin- und Bahn-Moment) in Abhangig- 
keit von kanonischen Variabeln einfach anzugeben ist, ohne die Verwendung 
der Lagrange-Funktion und des ein wenig verwickelt konstruierbaren symmet- 
rischen Energie-Impuls-Tensors. Man pflegt das Bahn-Moment aus dem kano- 
nischen Energie-Impuls-Tensor und den Spin aus dem »symmetrisierenden 
Teil« zu bilden [14]. Wir sehen, dass dies nur bei einer Lagrange-Funktion 
erster Ordnung richtig ist, da namlich die Q;,,nurdann Null sind. Sonst muss 
man neben dem kanonischen Energie-Impuls-Tensor auch die Q;,, zur Kon- 
struktion des Bahn-Moments benutzen. 

Man bekommt den Operator des Drehimpulses oder Spins, wenn a (x) 
und a (x) durch solche Operatoren dargestellt werden, die den Relationen 


i , h 5 , e 
[oni (x, t), pee (x’, t)] = — Opn Six O (x — 2’) (75) 
L 


geniigen, und alle anderen Variabeln-Paare vertauschbar sind. Diese Opera- 
toren sind von der Lagrange-Funktion unabhangig. Deshalb ist auch der Dreh- 
impuls und damit auch der Spinoperator des Feldes von der Lagrange- Funktion, 
also von der Gestalt der Feldgleichungen unabhangig. Das ist der Fall auch 
bei den Elementarteilchen. Der Spin ist in beiden Fallen durch den Transfor- 
mationscharakter der Zustandsfunktion eindeutig bestimmt. 

Noch eine Bemerkung von prinzipiellem Interesse: Manche Verfasser 
erwahnen, dass die Feldgleichungen héherer Ordnung mehrere Teilchentypen. 
oder mehrere Zustande desselben Elementarteilchens beschreiben, da in der kano- 
nischen Behandlung des Problems mehrere kanonisch-konjugierte Variabeln- 
Paare auftreten. Den Spin des Feldes kann man in der Tat in folgender Form 
schreiben : 

m . 
s.= Sse, 
i=l 


m 
wo » S() als Summe mehrerer einfacher Spinoperatoren aufgefasst werden 


i=1 
kann. Jeder partielle Spinoperator hat aber dieselbe Gestalt : 


1 


~ deshalb haben die »verschiedenen Teilchen-Typen« denselben Spin. Man kann 


nicht erwarten, dass mehrere Teilchen-Typen beschrieben durch dasselbe 


, 
q ‘ 
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| 
irreduzibile Gleichungssystem verschiedene Spinwerte haben. Man kann zum | 

t } 

Beispiel Mesonen mit Spin 0 und mit Spin nicht durch eine Feldgleichungstem 

| 


hdherer Ordnung darstellen. 


§ 6. Vertauschungs-Relationen der Drehimpuls-Komponenten 


Die kanonische Form der Gesamt-Drehimpuls-, Spin- und Bahn-Moment- | 
Komponenten steht zu unserer Verfiigung. Man kann daraus die Vertauschungs- 
Relationen der Momenten-Komponenten direkt bestimmen. Beginnen wir mit 
den Komponenten des Spinoperators. sae 

Es ist bekannt [2], dass die Matrizen I, der infinitesimalen Lorentz- 
Transformation folgenden Vertauschungs-Relationen geniigen : 


[Jos, Is} pie Te ’ 
[Js1, I] =—I,, 5 (76) 
[Li 1,3] ea Is, : 


Die drei Komponenten des Spinoperators sind gemass (74) in kanonischer 
Form 


m 
s.=— S| a Pe op av, 
i= 
kU gl i é 
= — S [ap iy epay. 
m : 
— a Be ete ; 
Man bilde die Vertauschungs-Relation von S$, und S,. | 
[ 
m m “ 
ps8) = SS ff 9) Go Dey oO Go. a2 @) BP op @)avay— . 
i=1 k=1 


mm 
pe \ jn (2x) [BY q(x). 200 (x') BP of (x) d VEY". 


Infolge der Relationen (75) kann dies auch in folgender Form geschrieber 


werden : 


h m m : ~ ‘ 
(ee {re (x) (J? 120 — Ie 12P) gf? (x') Sav 8x8 (x-#) dVEV'= 
i=1 k=1 
iy EES . : 
=o = = J a) (x) (des Int I,5)“P a4 (x)dV = 


ho i i 
== 3 [oe np por. 


v j=l 
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‘Die Vertauschungs-Relationen des Spin-Operators sind also bei den Feldern 


t 
[S1, $3] =——Ss, 
i 
usw. Nach abnlicher Rechnung ergeben sich noch die Relationen 
The eee 
i 
und 
t 
(Mi, Mz] = — — Ms, 
i 


usw. Man sieht, dass die Momenten-Operatoren des Feldes denselben Vertau- 
schungs-Relationen folgen, wie die Momenten-Operatoren eines Elementar- 


teilchens (5), (6), (7). 


§ 7. Kanonische Form des Feldimpulses 


Der Gesamtimpuls des Feldes ist definitionsgemiss 
1 
r= 3, {Ta dV, 


was man mit Hilfe von (66), (65) und (60) fir k = 1, 2, 3 in folgender Form 
schreiben kann : 


1 met aL 
P.== ti O,4dV=— is S (= 12-8 ns) Ben, Ot 


f=0 s=0 —s)(s) 


oy 


(Das Oberflachenintegral wurde weggelassen.) Man kann die Doppelsumme 
nach dem Muster von (71) ordnen : 


m-1 m-1l-i 1) 
P.=— (| Svnuo S (—))* %&.—— 
=o sae TRO) 


Wir wollen die Ableitungen nach der Zeit von den anderen absondern :” 
m=1 i m-1-i OL 
ae ei (yy pattie > (—)) 9) ay 
f=0 r=0 s=0 8 Pu(sli-n 


Nach einer partiellen Integration und Weglassen des Oberflachenintegrals 
bekommt man 


LL aL 
ee ee, =") (AH 86 B- ie melee 
iaeAer =" 8 Py6s) tin 


i 
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Die Doppelsumme ist wieder umformbar nach Muster der Gleichung (72): 


m—1 (i) m—1 Title < zy 6L 
Pe=— | OS ope SS OCD 6 8-5 em ae 
i=0 r=i s=0 8 Pus) [i-r) 


Dies lasst sich gemass (73) in folgender Form schreiben : 


m-—1 (i) 


Pix Vere, ee 


i=0 


woraus man die kanonische Form des Feldimpulses hekommt : 


m : : , m r : 
P,=— S [72 agway=—— XS JavP, gay. 


i=1 i=1 


Diese Relation ist die Verallgemeinerung von (19). 


Wenn man al) und p) durch Operatoren darstellt, die durch die Vertau- 
schungs-Relationen (75) definiert sind, bekommt man den Operator des Feld- 
impulses. Dieser Operator is allein durch die Ordnung m der Lagrange-Funktion 
bestimmt, sonst ist er von den Feldgleichungen und der Lagrange-Funktion 
unabhdngig. Seine Eigenwerte sind also ein fir allemal berechenbar. Aus diesem 


Grund kann man diesem Operator nicht zu viel physikalische Bedeutung zu- 
schreiben. 


Auf diesem Wege kann man auch zeigen, dass die Feldenergie definiert 
durch 


H =— | T.dV 


immer in der kanonischen Form 
Ry i) @ 
n= {|S x) 91 lav 
= e 


geschrieben werden kann. 


§ 8. Lagrange-Funktionen mit nicht variierbaren Gréssen 
‘\ 


In manchen Problemen erscheinen in den Feldgleichungen und in dem 
Energie-Impuls-Tensor solche Gréssen (Vektoren usw.), die keinen Euler- 
Lagrangeschen Gleichungen geniigen. (Dies ist immer der Fall, wenn das ge- 
prifte Feld mit seiner Umgebung in Energie- und Impuls-Austausch steht ; 
siehe die unten folgenden Resultate.) Zum Beispiel ist das elektromagnetische 
Feld im Inneren verschiedener Medien (Dielektrika, Supraleiter) neben den 
Ladungen und Strémen durch die Daten der Feldtragenden Materie (dielektrische 
und magnetische Konstanten, Leitfahigkeit, Geschwindigkeit der Materie) — 
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bestimmt [15], [16]. In solchen Problemen enthalt die Lagrange-Funktion 
neben der Zustandsfunktion ?, und dem metrischen Fundamentaltensor ga 
auch andere, in allgemeinen nicht invariante Gréssen. Die Anderung dieser 
Gréssen infolge der Koordinatentransformation (21) kommt in der Variation 
des Wirkungsintegrals vor. In diesen Fallen miissen unsere Rechnungen modi- 
fiziert werden. 


Man bezeichne die in der Lagrange-Funktion vorkommenden Variabeln, 
die keiner Euler-Lagrangeschen Gleichungen geniigen, mit Ug. Ihre Anderung 
infolge der Koordinatentransformation sei 


due = Ke ug SB ’ 
also ist die lokale Variation 
re ae Kes hae fr 
d*ug= Kor upes— ars’ - (77) 
In der Variation des Wirkungsintegrals werden neben den bekannten auch neue 
Glieder auftreten, welche von der Anderung der ug, herriihren. Man bekommt 


deshalb 


s1= || /gVuTrt + ee tua |x vig 
Ua | 
+ [eloi—2F 4B, E64 ...Jdxe=0, 


worin die Tensoren die aus dem § 4 bekannte Bedeutung haben. Infolge der 
Gleichung (77) wird nach einer partiellen Integration 


> F) 3 eh 
o1— {| vert = ler — ae gu Me up | Et dx + 


3 ae 
+ | % (oi Bi + os Ket uy + BN E+. -]dx= 0. 
a 
Daraus folgt nach dem Gedankengang, der aus §§ 2 und 4 bekannt ist, 


9 


1 [982 (OL pbk 
7.T = lees Uar + Ok (ana Fe up ] 


und 
gt = OF + 8, Bri + oF Kai up. 
Ua 
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Wenn man zur euklidischen Metrik iibergeht, nehmen diese zwei Gleichunge: 
folgende Form an: : 


aL OL 
Onin = Bue Uai + °« (Suc Be us) (78) 
9 : 
Tix = Oix = 9, Beri =e aS it “fae (79) 
Ug 


Die Gleichung (78) besagt, dass der Energie-Impuls-Tensor nicht divergenzfrei 
ist, die Energie und der Impuls des Feldes nicht konstant sind. Das bedeutet, 
dass das Feld mit seiner Umgebung Energie und Impuls austauscht. Die Gleichung 
(79) gibt an, wie man den symmetrischen Energie-Impuls-Tensor zu konstruieren 
hat. Ein neues Glied kommt vor, dessen Bestimmung die Kenntnis des allge- 
mein-kovarianten Transformationscharakters von Ug voraussetzt. Die kovariante 
Form der Lagrange-Funktion braucht man auch jetzt nicht. 


Die Momenten-Dichte des Feldes ist hese (8) 
Mik = Xi On, — x0 ir Qikr + Sixr ieee eas) (a Ke ak — Xk Ke ) Up ae 


+ 9s (x; Bsrx — Xk B;,i), 


ind der Gesamt-Drehimpuls 


1 
M, = ak O34 — x3 Oo4 + Qosa 4+ Sass) dV + 
tc 


aes a sy, (2 KCBS — x KCBS) upd V 


uc 


Man sieht, dass ein neues Glied auftritt, das yon der Wechselwirkung mit der 
Umgebung stammt und von dem man nicht wissen kann, ob es zum Bahn- 
Moment oder zum Spin zu rechnen ist. In solchen, in sich selbst nicht konser- 
vativen Feldern gehen also viele schéne Resultate verloren. Man kann diese 
Schwierigkeiten umgehen, wenn man zur Lagrange-Funktion des Feldes auch 


die Lagrange-Funktion seiner »Umgebung« (zum Beispiel die der feldtragenden 
Materie) addiert. 


Herrn Professor K. F. Novobdétzky danke ich fiir sein Interesse und 


mehrere wertvolle Anweisungen. Herrn Dr. G. Szamosi bin ich fiir die Anregung 
zu dieser Arbeit ebenfalls zu Dank verpflichtet. 
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MMMYJIbCBPAMIEHHA B KBAHTOBOM TEOPHH NOE 
I]. Mapke 


Pesiome 


: Meroy Benundante, KOTOpHI cry KHT AA COSAAaHHA CHMMCTPHYHOTO TeH30pa 9HeprHus- 
MMnysbCoB, oOoOmaeTcA Ha NO1A, ONHCAHHbIe ypaBHeHHAMH Noh BbIcMero Kaacca. Monb- 
Hi uMNyIbCBpaljeHHs, BbIpayKeHHbI KaHOHHYeCKHMH MepeMeHHbIMH Hi oOpas0BaHHB Hs 
CHMMeTpHYeCKHX TeH3OPOB SHEPrHA-HMMYJIbCOB ABIACTA KOJIMYECTBOM He3aBHCHMBIM OT 
ypapHeHyii nove, onpefereHHHIX OAHO3HAMHO Yepes xapakTepuceTuKy TpaHcopmallHn 
Jlopenia noTeHivana noms. Touka Maccbl aHaJOrH4YHO HMMYJbCBpalleHHA MOKET OBIT 
‘OfHOSHaYHO pasOuTa Ha CNHH HM Ha MMMyJIbCBpallenHA OpOuTHI. 


; ns 


3 


4 


’ mk « ohe veh ee 


Siig ae 
es ty 12, aml Token vee Ahr Sle 
?, 


f ocve 
. re diel 7s y 


a ~ F > 


al 


ON THE MAGNETIC EFFECTS OF TURBULENCE 
IN IONIZED GASES 
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(Presented by K. Novobatzky. — Received 25. IV. 1951.) 


In’ gases which are good electric conductors (ionized gases) local magnetic fields can rise 
spontaneously by turbulence. These fields may be produced by the diffusion of electrons due 
to fluctuating temperature. Batchelor’s stability criteria show that highly ionized gases are 
instable to magnetic disturbances at temperatures above 10 000° C. Based on the analogy 
between vorticity and magnetic field we may estimate the effects produced in perfect conducting 
gases, by making use of the vorticity transport hypothesis. We may infer that the specific 
conductivity of the gas decreases by some orders of magnitude and the magnetic permeability 
increases. This agrees with the investigations of Sweet, who has similarly come to this conclusion. 
A necessary condition is given by this theory for the origin of the permanent magnetic field © 
of the stars derived from the high ionization and turbulence. 

By introducing new functions the equations of the electromagnetic hydrodynamics may 
be written in symmetrical form analogous to the equations of motions in the classical hydro- 
dynamics. The equations also yemain analogous in the case of homogeneous isotropic turbulence. 


Introduction 


The spectra of many stars show particularly high turbulence in their 
atmosphere[1].To explain the physical state of such stars the results of the 
turbulence theory — obtained in the laboratory — could not be applied directly. 


_ Namely the gases in the interior of the stars as well as in their atmosphere are 
very highly ionized and therefore perfect conductors. The different charges, 


electrons and ions, are easily displacing each other and thus local magnetic fields 
can rise instantaneously. 

In the presence of external fields the generating of such fields is 
evident. The external magnetic field exerts forces upon the electrons and 
ions in a different way, hence the original neutral distribution may undergo 


a change. 


The temperature of a gas in thermodynamical instability may essentially 
differ in some points from that of the surroundings. But simultaneously with 
the temperature the rate of jonization changes as well, resulting in the diffusion 


of electrons in order to equalise the density difference of the free electrons. 


Therefore, the number of electrons would surpass that of the ions at places 
of lower temperature, preventing thereby a further diffusion. Lack or preva- 
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lence of the electrons would generate local electric fields and in the case of 
mechanical motions (i. e. eddy motions) magnetic fields as well. 

Hence, the condition for producing local magnetic fields instantaneously 
is given in the thermodynamical and mechanical instability of the gas. The 
increase or decrease of such an electromagnetic field depends upon the relation 
between the diffusion of the mechanic and magnetic energy. Batchelor exami- 
ned the stability of the conductive liquids to instantaneous magnetic distur- 
bances. The condition of stability of a liquid in turbulence according to him 
is as follows : 


9 stable 
4 a £ indifferent (1) 
o> 420 instable 


where e/o is the kinematic viscosity, ~ the magnetic permeability, o the specific 
conductivity (in E.S. U.). In stability the energy of the disturbance will diminish 
and after a certain time the field disappears. Again in the case of instability the 
energy would increase exponentially at the beginning. (The increase of the energy 
may be attributed to the influence of Alfvén’s magnetic depression. With the 
appearence of a disturbing field, the pressure, temperature and rate of ionization di- 
minish, intensifying thereby the diffusion of electrons as well as the electromagnetic 
field itself.) A limit for the intensifying of a disturbing field is set up by the 
equilibrium between mechanical and thermodynamical effects on the one 
hand and the electromagnetic field originated by the shift of the charges, on 
the other hand. 

According to the above stability criteria the Sun’s photosphere is stable 
to magnetic disturbances. The kinematic viscosity coefficient on the solar 
surface is about 10~8.The magnetic permeability slighty differs from the unit, 
while the specific conductivity is of the order 1071, that is, the damping of 
the magnetic energy will be greater than 1077. 

In considering stars showing instability we find, of course, a completely dif- 
ferent situation. Undera constant density the kinematic viscosity coefficient 
increases with the temperature, while the right-hand side of (1) decreases with it. 
The viscosity and density of stars of type B and A hardly differ from those of the 
Sun but their temperature is essentially higher. According to the above statement 
there must be instability in these stars. The spectra of many stars belonging 
to these types show the presence of a strong magnetic field, the reason of which 
may be found in the instability[2]. 

It is another question, of course, how the turbulence will be influenced 
by a disturbing magnetic field (to which it shows instability). It would be 
difficult to answer this considering that we do not possess adequate experimen- 
tal bases for it. Similarly, in accordance with the turbulence theory we may 
describe the motion there, so that the lines of force would be dissolved as the 
streamlines, that is to say, they would transform themselves into strongly 


A 
i 
/ 
. 
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winding curves constantly altering in form. At a certain point the strength 
and direction of the magnetic field fluctuates constantly. 

As shown by Batchelor, under certain acceptable neglections, there is 
an analogy, between vorticity and magnetic field. The equations governing 
the magnetic field-vector are identical in form with the equations governing 
the vorticity in an incompressible fluid in the absence of an electromagnetic 
field. We may derive the fluctuations of the magnetic field from the oscillations 
of the vorticity by this analogy. 

We may refer to the oscillation of the vorticity from the mixing length 
hypothesis, although it has no physical reality, it can be employed to develop 
the turbulent viscosity in homogeneous isotropic turbulence. 


Hence : 


rot vb’ = —(l, grad) rot D (2) 


where » is the turbulent velocity, b is the mean value of velocity, and { the 
mixing length. If we accept this hypothesis as a rough approximation of the 
turbulent velocity, we get for the fluctuation of the magnetic field, by the 
analogy between vorticity and magnetic field, the formula : 


’ = —( grad) © (3) 


where is the fluctuation of the magnetic field and © the mean value. 

A more exact elaboration of this problem could be reached by introducing 
the spectral funtion[3] . The present paper should be considered as a preliminary 
one dealing with the effects observed in turbulent ionized gases. For a further 
elaboration we have to introduce the spectral function of the fluctuating mag- 
netic field, and the correlations. In the following we shall start from the 
hydrodynamical equations and from the equations of the electro-magnetic 
field, and develop the equations for the magneto-hydrodynamics and for the 
disturbances of the magnetic field. 


Fundamental equations 


Let us begin with the equation of hydrodynamics completed with Lorentz’s 
law of force and with Maxwell’s equations for the electromagnetic field : 


dv Ge ae z 

dae ow ge eee R b 

a grad V : & a [i, 9] ; grad p + vA (4) 
de +e div v=0 (5) 
dt 


F 
ero § = eo +i (6) 
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be gp BD: 
e rot €= —yp ry (7) 
ediv C=, (8) 
div =0 (9) 


where » is the velocity, V the gravitational potential, p the pressure, @ the | 


density, i the intensity of the electric currents, & the electric and § the magnetic | 


strength, e the dielectric constant, ~ the magnetic permeability (assuming 
that ¢ and ys have the same values at all points), 9, the charge density. Let us 
complete the above equations by adding Ohm’s law for a conductive medium 
moving in a magnetic field: 


i=o6 +" [0,9], (10) 


where o is the specific conductivity. 


Equations of magneto-hydrodynamics 


a) Laminar motions. From the equations (4)—(10) we may deduce the 
equations of the conservation of all momenta which may be understood as a 
more general form of the hydrodynamical equation of motion. 


If ¢ and yf are constants we may write Lorentz’s law of force with the aid 
of Maxwell’s tensions in the form: 


E+ fi, ©] = — grad (eG + uh')+ 
: &, 
+Dir €{6,  +u{o, )—4 8 (ay 
where Div means tensor divergence and {G, Gc}, {9, 9} denote the following 


tensors! : 


(€, Chin = EE, (0, Oe =O: De 
Let us insert (11) in (4): 
ale” +24 Ig, 61] + Div (fo, 0} —e{6, G}—n{9, O}) = 


=o grad V — grad(p +5¢@ +y 99 +yve Abd 


where 
{o D, Dbix = 2D; Dp. 


1 More generally the tensorial product of Mf and may be written; 


oF = {4, 8} or Tik a WU; By. 


i 
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The so- called Poynting vector on the left-hand side 4. [G, H] gives the 


nomentum of the electromagnetic field, which, compared with the mechanical 
and electric fields 


nomentum, may generally be neglected (if the magnetic 
re not too strong). In the second member of the right-hand side € G2 + u H* 
s the energy of the electromagnetic field which, being a correction of pressure, 
becomes more important in so far as the electromagnetic field fluctuates. 
From Maxwell’s equations and Ohm’s law a very important equation 
concerning the magnetic field can be derived. Let us insert (10) into (6) and 


take the rotation (curl) of both sides : 


—¢ AG =e 2 (rot 6) +9 rot e+ °* rot [v, 9]. 


Making use of (7) : 
ep BH. of 0 oo 


c AD = + — oe +. - ry nea rot [», 9}. 


If the magnetic field has no high frequency oscillations, 02) /8t? may be 


neglected and we obtain : 


8D £ ce Rie 12 
ot [v, 9] ou % oe 
or 


oe + Div {, v} —Div fo, D} = ~AY (12 a) 


i 
where x = c?/oy. 


y 
; Batchelor has shown that this equation is analogous to the equation 


governing the vorticity [4]. 
: We may neglect the terms containig the electric field-vecto 
(10) and so we obtain as the two fundamental equations of the magneto-hydro- 


dynamics : 


rin equation 


800. Hiv {ov, v}—Div{nb, O} =e srad y—grad P+ve Av (13) 


ot 


aa 4+ Div {%, v}— Div {v, o} =» AX (14) 


where 


P=p+—re& +10")- 
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We may write both equations in a more symmetrical form, by intro- 
ducing new functions. Let us multiply (13) by 1/e and (14) by (ue): and add 
them together 


ail a Jibs 
ar(° + (5 6) + 
wa La tre PVE pe NE a 
+Div({v, vp Ae pt + Gel {9, bh ral {v, 5}} aa 
= grad yee grad P + a(ro+*(2) 9}. | 
If @ is constant we have: 

at Vee | 
a + Div {5, z*} = grad v= grad P + al» D+ % a 9| (13) | 

w here 


ees (16). 


fey" : 
qe v—(=| ©. (17) 


0 
We obtain a similar equation by subtracting (14) from (13), only Y and 
Z* must be interchanged : 
ot* eps 1 M 
SS" 4 Div {I*, T} = grad V— — grad P+ alvs —x(£) 9}. (18) 
t e ; Q| 
We may also derive this equation from (17) by interchanging Z and Z*. 


_ According to Batchelor in the case of indifferent equilibrium of the hydro- 
dynamical and electrodynamical procedures v is equal to x, and then we may 


write for (17) and (18): 


chy 1 

= + Div {s, Baa = grad V— ee grad P+ 9 AT 

wes (19) 
a Div {2*,T}=gradV— grad P+y AT*. 

The solutions of these equations ‘seem to be easier than those of (13) 
and (14). But the solutions of (19) according to the equation of hydrodynamical 
continuity (9) have to fulfill certain conditions whichm ay be written in the 
following form : 

div =—0 


20 
div T* — 0. (20) 


b) Turbulent motion. Based on the hypothesis mentioned in the introduc- 
tion we may easily pass from the equations of the laminar motion, over 


- 
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to those of the turbulent state. Let us assume that besides the oscillation 
of velocity, of pressure, etc. the turbulence would be characterized by the 
fluctuation of the magnetic field. However, in the absence of an external 
magnetic field the mean value does not necessarily differ from zero. But if 
the disturbing fields are slightly adjusted (having approximately the same 
directions) the mean value will not equal zero. In the following we assume 
that the mean value of the fluctuating field is not zero. 


“Let us take ) and § for the mean values of the velocity and of the magnetic 
field-vector, their turbulent perturbations should be denoted by 0’ and {’ 
Wwe may write: 

p=oty §=6+9' 


Insertig these expression into (12) 


BO. =p Seaton [v, ] —rot [v, OJ —:0t [b’ Ole [9' FO) = 


=x AD + x AS’. 


We take mean values (supposing that p’=0 and ’ = 0): 


88" — rot [0,8] = % AG + sot [0,91 (21) 
q 
_ Inserting (3) into the last member of the right-hand side : 
t r Ne 0 one 89); ah, 
[v’, 6] =—[»’,.(, grad) H] = hiee — Aix ‘Se, 
where Aj, denotes the following tensor: 
Aix = 0; ky (22) 


which formally corresponds to the exchange-tensor of the turbulent motion. 
Assuming again that, in the case of isotropic turbulence only the diagonal 
terms of A;, are not equal to zero, that is 


_{4i=k . 


Ain =) 9, ik A=| ae | 


Ul eee ee ee 


then the equation becomes essentially simplified : 
[v’, $'] = — Arot ©. 


Inserting it into (21) if A is constant > 


| 82 _ rot [v, 9] = («+ A) 48. 
t 


q 
i } | 
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The role of A is, therefore, analogous to that of x. Its expression resembles | 
that of the turbulent viscosity coefficient. If we assume that | is identical with — 
the mixing length, then A will be identical with the coefficient of the turbulent _ 
viscosity. In this case besides A we may also neglect x which is of the same order | 
of magnitude as the molecular viscosity. The equation (22) would correspond | 
to the condition of equilibrium in (1). The mean distance of velocity-distur- | 
bances (eddies) would correspond to that of the disturbances of the magnetic | 
field (dipoles) ; this may be understood as the coincidence of the eddies and of — 
the disturbing magnetic field. As mentioned in the introduction the develop- 
ment of such a system could only be explained if the temperature in the centre i 


of an eddy were lower than that of its neighbourhood. 


The turbulent conductivity and magnetic permeability 


As I have mentioned, the mean value of the magnetic-disturbances will 
differ from zero, if they tend to arrange themselves. We may accept criterion | 
(1) for the increase of this field. In this so called macroscopic field the macros- | 
copic motion of the medium would correspond to the molecular phenomena. 
The turbulent viscosity corresponds to the molecular viscosity, the damping 
of the magnetic energy due to the turbulence corresponds to the Joule heat 
loss. We have expressed the diffusion of the magnetic field due to the molecular | 
phenomena by means of the specific conductivity and the magnetic permeability. 
The question arises here as to whether the macroscopic damping in turbulence 
could not be solved by introducing similar quantities. Such supposed quantities _ 
would be the turbulent conductivity and the turbulent magnetic permeability. — 

After this we may write .1 in the following form: 


pips 
ctalls ai: 
where M is the turbulent magnetic permeability and S the turbulent conductivity. 
If the former theory is correct, then A willbe equal to the turbulent viscosity 
coefficient. The value of which, as is well known, may also be about 10® times 
higher than the corresponding molecular quantity. Consequently the product 
MS has to differ from yo by the same order. Based upon certain electromagnetic 
peculiarities of the turbulent elements I have referred earlier to such a change. 
(Supposing the turbulent elements to possess charges as well as magnetic mo- 
menta, further charge transports can be possible only by means of macroscopic 
“motion of the turbulent elements. The electrons only diffuse towards the tur- 
bulent elements and their motions towards the external field may be neglected.) 
But I did not succeed in an exact elaboration. 
In the meantime appeared Sweet’s paper[5] dealing with a similar problem. 
It was shown by him that conductivity is diminished by several orders of magni- 
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¥ 
ude due to the rapid fluctuation of the turbulent motion and magnetic field. 
\ccording to his approximation the specific conductivity in the convective 
ayer of the Sun is diminished by at least 10® as a result of turbulence. Therefore, 
f conductivity was originally 1014 it would diminish to 10° in turbulence. 
This value, although only a rough estimate, suited my investigations. 
f we take the electric charges of the sunspots equal to 10 coulombs, as necessary 
‘o build up their magnetic fields, we obtain a change of the same order of 
magnitude in accordance with the former inexact theory. 
a If conductivity based on (23) is known we may calculate the changed 
value of the magnetic permeability as well. According to (23) : 


ure eed cihs ioe 
Ale 


‘A Jo being the turbulent viscosity coefficient) from which taking for the value 
of the conductivity 10° we get: 


rs M=1-+10?~ 102. 


This result, though it still needs proving, appears to be remarkable from 
two points of view. Permeability being higher than the unit, it is independent 
of the motion of the medium (ions). Namely if the magnetic field is built up by 
he motion of the ions simultaneously with the magnetic momenta then momenta 
momentum would occur, lending to the field thereby adiamagnetic peculia- 
y[6]. On the other hand, only ferromagnetic media possess such a high permea- 
bility as is well known, where in the case of specially arranged elementary 
agnetic dipoles, a2 permanent external field built up. Such an arrangement 
not at all trivial in turbulence, but the mean value of the disturbing field 
ould differ from zero only then when the fields within a suitable large volume 
ement do not destroy each other. In the following we have assumed the pre- 
nce of such a special arrangement, but the correctness of this assumption has 
ot been proved. Perhaps we may hope to prove it by means of a more exact 
aboration of the turbulence theory. For the moment the correctness of this 
pothesis could most probably be examined by means of experiments. Unfor- 
anately it would be very difficult to compile such an experiment because the 
bulence of gases of very high temperature must be examined. These highly 
mized gases show an excessive tendency to chemical reaction in consequence 
f their high temperature (some thousand degrees) and could therefore attack 
the substance of the equipment producing the stream. 

Thus in the following we have to accept the arrangement of the magnetic 

disturbances as the most important hypothesis of the present theory. 
Accepting this hyopthesis it would de conceivable at once that the magne- 

ic field of the stars results from high ionization and turbulence. In any case 
s inference is not inconsistent with the observations as the strongest magnetic 
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fields have been measured in stars of types B and A which showed also the 
highest Doppler shift resulting from the turbulence. The magnetic field of 4 
Sun and its turbulent state compared to those of the above stars is small in 
accordance with the hypothesis. The magnetic field of the Earth may also be 
similar. We may infer the turbulence from the very high viscosity of the 
interior of the Earth[7]. 

Based on this hypothesis, we may also draw conclusions directly, as | 
the above high value of magnetic permeability. The energy of an externa 
field, as is well known, will be changed by the permeability of the medium, if we 
take $2 for the energy per unit volume in vacuo, then in a medium with permeabi 
lity it will change to « 2. Therefore the energy of the field will increase, if thi 
permeability is higher than the unit, and it will decrease if lower. Similarh 
permeability may also be understood in the turbulence. If the energy of th 
magnetic field increases after turbulence has come into operation, the mediun 
will show paramagnetic pecularities, and diamagnetic ones if the energ) 
decreases. 

Let us assume that the permeability of a gas in absence of turbulenc 
is equal to the unit. The strength of the field in turbulence would be constantl 
fluctuating in consequence of the magnetic disturbances. Therefore we ma 
write : 


§=9. +9" 


where §), is the mean value composed of the external field and the mean strengt| 
of disturbances. The energy of the field will be: 


6 = §2+25.9' + $2. 


Let us assume that D’= 0. If we consider 9 as a vector of magnetic induc 
tion we may write: 


5=M, 


m=1+(8). 


The mean value of the disturbances being essentially lower than tk 
external field, 2 contains only the energy of the external field. It follows fro: 
the above formula that M will always be larger than the unit, proving th: 
the turbulent state becomes paramagnetic. 

Considering the phenomena of the solar surface it seems to be probab) 
that sunspots produce the magnetic field of the Sun for an external field sc 


D/D.~ 10 


from which: 


from which 
M =1-+ 10? ~ 10? 


which agrees with the foregoing calculations referring to order of magnitud 
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Magneto-hydrodynamic equations in turbulence 


We have examined above the quantitative changes of the conductivity 
nd permeability in turbulence. Let us develop in the following, and change 
ne fundamental equation (19) by using the hypothesis (2) and (3). In order 
» amplify the calculations we take instead (2) the formula 


p’ = — (L, grad) b, (25) 


hich in case of isotropic homogeneous turbulence would also be correct. 
The equations concerning the mean values will be: 

85 1 

Sh _ piv{t, g* } — grad pa i grad P—Div{d, ager} 
(26) 


sat + Div {Z*, g }— grad V—— grad P—Div {3° ae 


taking the molecular viscosity zero and conductivity infinite). Making use of 
the equation (3) and (25) standing for Zand &*: 


4 ¥ ——(I, grad) T 


s+ —(15 grad) &*. 

Utilising these formulae {t’ 3 get may be transformed as follows? : 

{a’,r*'}=—{(1, grad) EI" } = —Lerad, TH LTV: 
Or denoting it in a tensorial form ra 

a as 
ue il A Tl, and {erad,E}..— 
: ba 

: ; ; att’, Aaa Te et*’ 1, 92; “nie ot 

De { 2%, 2° be Pa ek Pk : Ox; cee Ox; Ox, 


Inserting it into (26) we obtain the equation for magneto-hydrodynamics 


turbulent motion : 


& + piv{X, I*}— grad V— grad P+ A* AZ. (28) 


In the case of homogenous isoptropic turbulence ‘only the diagonal ele- 


nents of the tensor Seale are not zero and these will also be constant, 


t is 


i ee 
mana of we 
|O itk 
and so 
Div{t', 2*’ } = — A* AT. (27) 


1 The dot here signifies the tensorial (transfarmation) ‘product of two tensors. 
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ogt* 


“a + Div{ E* DP = ered V— grad P+ 4 AB (29) | 


where 


a= [21 1= [eT + (4) T9710 


"> = 


a*— [ET |= [eT (4) 18TH. 


The equations under (20) remain unaltered. | 


The solution of equations (28) and (29) for a rotating star seem to be very | 
difficult. We have to calculate the gravitational potential from Poisson’s equation | 
and the pressure from the equation of state. Hereafter there are still six unknowns, 
the components of J and {*. We may eliminate three of them by transforming | 
the system into a system of fourth order. One of the systems of the unknowns 
is contained linearly in (28) the other in (29). We may calculate them simply 
algebraically and inserting the results into the other system of equations, we 
obtain a system of differential equations of the fourth order. 
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ADA PWN 
ARTA De 


MATHUTHbIN 3®OEKT TYPBYJEHTHOFO COCTOAHHA 
B HOHH3HPOBAHHbIX FA3AX 


HW. K. Yana 


Pes me 


B ra3ax ¢ xopomeH 9N€KTPONPOBOAHOCTHWO (HOHHSHPOBaHHWIX) BCeACTBHE TypOyAeHT- 
HOrO COCTOAHHA BOSHHKANWT MrHOBeHHHe OKAAbHbIe MarHHTHsle NOIA. ITH NOIA BHISHIBAIOTC A 
Aubbysvei onekTpoHosB, Bo3sHHKalolleH BCAeAcTBHe KoNeGaHnA TemNMepatypH. Hs KputepuHa 
ctaOunbHoctu Beyenopa MOoKHO ONpeserHTb, ITO NerKOHOHHSHpYWMHeCA rasbl Mp TeMMepa-. 
Type okono0 10.000° I] asnmotca Hecta6HAbHEIMH M0 OTHOMeHHIO K MarHHTHHIM momMeXam. Ha 
OCHOBe aHaJIOrHH HHTeCHCHBHOCTH TYpOyIeEHUHH H HaMpAKeHHOCTH MarHUTHOTO NOAA c AO- 
MOU[bIO TEOPHH BHXPeBOTO TPaHCHOpPTa MO)KEM OLCHHTb Te sMeKTH, KOTOPHe BOSHHKANWT B 
rase, OOafaloulem XOpOmHMH NpOBOAAMHMH CBOHcTBaMH. Mo>KeM CAeNaTb BHIBOA, 4YTO yemb- 
Has MPOBOAHMOCTh rasa AOJKHa MafaTb C HEKOTOPHIMH NMOPAAKaMH B TO BpeMsA KOrfa MarHHT- 
HaA MpOHHUaeMOCTh JOM KHa BOspacTaTb. TeopuHA faeT HeoOXxOfHMOe YCNOBHE Toro, 4TO Mar- 
HHTHOe Mose 3Be3, NPOHCXOAHT OT HOHH3ALLMH H OT TYpOyeHTHOrO COCcTOAHHA. 

YpaBHeHHA 91eKTpOMarHHTHOH rHAPOAHHAMHKH C BBeZeCHHEM HOBHX yHKUH MOryT 
ObITb 3aNMCaHBI B CHMMETPHYHOH opMe, YTO ABIACTCA aHANOrHYHHIM YPaBHeHHAM ABHKeHHA 
Kulaccn4yecKoH rH{poqWHaMHKH. YpaBHeHHA OcTaWWTCA aHaJOrH4YHBIMH B Cny4ae romMoreHHoH 
H30TONHOK TypOyeHuHH. 
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the paper describes the fundamental principles of interrupted 
general survey of the types of apparatus 


By way of introduction, 
the practical construction of, and 


arc sources, and classing them into four groups, gives a 
constructed up to now. In continuation it describes in detail 
the results obtained by means of an interrupted f such a kind, that only the basic 
principle was known on the basis of patent specifications. The substantial feature of this inter- 


rupted arc source consists in the provision of a high-voltage igni 


no other high-voltage element except a Tesla transformer. 
is effected by means of a low-voltage controlled circuit. The possibilities for adjustment of the 


equipment for different operating conditions is greater than that of existing types of apparatus, 
whilst its reproduceability is equal to the reproduceability of the best types of apparatus 


known up to date. 


Introduction 


The investigations described below were based on the task of establishing, 


by means of experiments, an excitation apparatus suitable for the purposes 


of qualitative and semi-quantitative spectrum analysis. mainly in the visible 
spectrum region and differing from the arrangements employed up to now, 
whilst satisfying up-to-date requirements. 


being as simple as possible, 
These requirements included good reproduceability, reliability, small volume 


in order to enable the apparatus to be easily moved, and, at the same time, 
it was essential that the cost should be in proportion to the price of the spectral 


apparatus employed. 
‘ It was necessary to choose between three kinds of spectroscopic sources 


of light, viz. the direct-current arc, the high-voltage spark, and the alternating- 
current interrupted arc. As to the application of direct current, this had to be 
ruled out, owing to its well-known drawbacks. Moreover, the production of 
direct current fer the purpose of spectrum analysis in places where it is not 
available with the desired relatively high output capacity is very expensive, 
and, in addition thereto, it is fixed to a certain spot, and where it is not available, 
the apparatus for spectrum analysis adjusted for this source of light cannot 


be used. 
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The high-voltage electric spark, in general, does not possess sufficient light 
intensity for visual spectroscopic investigations, it is also rather bulky, and it 
is the most expensive of all types of excitation apparatus. 

Under these circumstances it was the alternating-current interrupted 
are with high-frequency ignition that appeared the most suitable for the purpose 
indicated. 

After the introduction by Pfeilsticker [11] into spectrum analysis of the 
interrupted arc ignited by means of highfrequency currents, this excitation 
apparatus has become widespread, and is at present being employed in highly 
different variants. An important extension of the self-igniting interrupted are 
is the low-voltage spark which, likewise, was first mentioned by Pfetlsticker [15]. 
The arrangement concerned here is that of a condenser battery of high capacity 
being connected in parallel to the analysis arc gap, which is charged to a rela- 
tively low voltage. This charge is here also being initiated by means of high- 
frequency high-voltage currents. 

According to how the high-frequency and high-voltage currents effecting 
the initial ignition of the low-voltage arc are produced, the interrupted arc 
sources or low-voltage spark sources may be classed roughly into four groups. 

1. The high-frequency and high-voltage currents being generated in a 
system composed of a condenser, a self-inductance and a spark gap, following 
which the said currents are, with the aid of a Tesla transformer, transferred 
to the low-voltage discharge circuit. Similar excitation devices — which for the 
present still differ more or less from each other as regards their method of 
connection — have been described in addition to Pfeilsticker [11] also by 
Sventickij [12], [17], [18], [22], [31], [35], Calker [13], Gerlach and Rollwagen 
[14], Hemmendinger [23], Saunderson and Caldecourt [29], Mika, Macher and 
Vorsatz [42], Térék [46], etc. In the case of these types of apparatus, in which 
the arc discharge may he fed either by direct or by alternating current, the 
ignition is produced without any rhythm-keeping member being inserted. 
In some cases this may result in that the are discharges will not be regular. 
The ignition currents produced in this manner are, besides, being employed 
for the simple ignition of direct-current arcs too [24], [44]. 


2. The high-frequency and high-voltage ignitor current is produced in 
a controlled spark source thereby assuring the proper rhythm of ignition together 
with are discharge. The description of similar types of apparatus may be found 
in the works of Schmidt [21], Hasler and Dietert [28], Schmidt and Schuringa 
[30], Caldecourt and Saunderson [32] [see also [33]], Sinclair [37], Marti [43]. 
In the case of these arrangements the high-frequency ignition currents are 
without exception being produced by means of an apparatus operated by a 
synchronous rotating switch, first described by Feussner [1], [2], [3], [4], [5]- 
[6], [7], [8].,[9], [10] [see also [17a], [25], [36], [38)]. Recently, the spark source 
controlled by a special controlling spark gap has been employed for the ignition 


, : 


of low-voltage arcs or low-voltage sparks [27], [39]. These types of ignitor 
devices offer a possibility for adjusting their rhythm and the number of ignitions 
per unit of time, and, moreover, they also make a provision which enables the 
ignitor current not to pass through the are gap during the intermission of the 
are discharge, as such passage might possibly cause undesired air lines to be 
set up in the spectrum. 

3. Among this group it is possible to class those kinds of low-voltage arc 
or spark sources, in which the generation of high-frequency currents and the 
control of ignition is effected by electronic means. The apparatus, first described 
by Findeisen [16], forms a transition between the types of apparatus described 
in 1. and the electronic types of apparatus. The generation of the high-frequency 
currents being effected in Findeisen’s apparatus by electronic means, whilst 
the control of the arc itself is still being performed mechanically. The control 
is explicitly electronic in the types of apparatus described by Braudo and 
Clayton [34], Braudo, Craggs and Williams [40], (see also (41]), as well as in the 
type of apparatus described by Dwyer [45]. Among these types of excitation 
apparatus, the apparatus of Findeisen approximately possesses the properties 
of the types of apparatus described under 1., whilst the two last-named types 
of apparatus possess the properties of the types of apparatus described under 2. 

4. According to the two German patents attributed to Kaiser [19] and 
Pfeilsticker [20], respectively, the high-frequeney and high-voltage currents 
required for the ignition of the are are being produced in a manner entirely 
different from that employed in the types of apparatus mentioned above. 
The substantial feature of the production of the high-frequency currents con- 
‘sists here in an electric condenser being charged to a low voltage (supply vol- 
tage), following which the condenser thus charged is discharged through a self- 
inductance forming the primary coil of a Tesla transformer. The voltage stepped- 
‘up in the Tesla transformer will then supply the ignitor currents. This arrange- 
ment is the most simple and the most inexpensive to construct of all the arrange- 
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ents known up to date. 
In addition to what has been said above, another obvious idea was to 


‘employ spark sources as used for the ignition of explosion engines, which supply 
‘a sufficiently good spark to justify the attempt to employ them for igniting 
the arc. Should this method of ignition yield satisfactory results, it w ould certainly 
mean a substantial simplification. 


Preliminary investigations 


According to the data of Bussien [26], it is possible, under ordinary cir- 
cumstances, to produce, by means of magnetic and battery ignition devices, 
sparks of a length of 11 to 13 mm, which would be perfectly suitable for the 
ignition of low-voltage arcs serving the purposes of spectrum analysis. Moreover. 
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these igniting devices are being produced in great quantities at low cost and 
in reliable types, a circumstance that is not negligible from the practical point 
of view. We have indeed carried out the corresponding tests with magnetic, 
as well as with battery types of igniting apparatus. In the case of the magnetic 


igniting device, we arranged for the rotor of the magnet to be driven by means _ 


of a synchronous motor at a speed of 1500 R. P. M. The magnet, equipped 


with 24 igniting branches, of a 12-cylinder air-plane engine was connected to a pair | 
of cylindrical electrodes of 5 mm diameter clamped in a spark stand, and powerful | 


sparks of 10 to 12 mm length were obtained with a regularity corresponding 


to the number of revolutions per minute and to the branches of the magnet. | 


We proceeded in a similar manner, in the case of the ignition devices of the 


Fig. 1. Wiring diagram of the electric ignition apparatus of the battery type of an explosion 
motor. B storage battery, C condenser, G ignition coil, J spark gap, K rotary interrupter 


battery type also, where the rotary interrupter (of the Bosch type) provided 
in the igniting apparatus of explosion engines was driven by means of the 
synchronous motor mentioned above. In this case the interrupter supplies 
four ignitions during each revolution of the synchronous motor, which, supposing 
a 50-cycle supply to be available, gives 6000 ignitions per minute, that is to 
say, there is one ignition in each half-period. As could be expected on the basis 
of the tests carried out with the igniting magnet, it was possible here also to 
produce, under the same conditions as before, powerful sparks of 10 to 12 mm 
length with the desired regularity. As in the case of these ignition devices, it 
was also possible to make provision for phase adjustment in a simple and 
advantageous manner, the possibility of employing the above ignition devices 
offered excellent prospects. 

The preliminary tests already described were carried out by us according 
to the wiring diagram shown in Fig. 1, which illustrates the conditions for 
the battery type of ignition. The process for the production of the spark is ‘as 


. 
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follows: When closing the switch K, the low-voltage side of the ignitor coil 
 G is connected to the storage battery B. The direct current starting in conse- 
_ quence thereof builds up a magnetic field in the coil, the magnetic energy of 
which field is a measure of the output of the ignitor coil. In order to obtain a 
sufficiently strong magnetic field, the coil G is equipped with an iron core. In 
addition to the primary coil, the iron core is also surrounded by the high-voltage 
coil side, the number of turns of which is substantially higher than the number 
of turns of the low-voltage coil side. After opening the switch K, the current 
_ becomes interrupted, the magnetic field will suddenly collapse, in consequence 
of which high-voltage is set up in the coil. The part played by the condenser 
i € consists merely in promoting the extinction of the arc on the poles of the 
? 


Fig. 2. Wiring diagram of interrupted-arc source. The part to the right of the spark gap I is the 
ignition circuit, the part to the left the are circuit. R ohmic resistance, C, C,, C, condensers, 
L,—L, self-inductances, G ignition coil, K rotary interrupter, B storage battery. 


switch K. The switch K is controlled by a camshaft. The time required for the 
total building-up of the magnetic field amounts to about 0,01 seconds. 

Practically one possibility offers itself for transferring the high-voltage 
igniting currents thus generated to the are gap, and this is the one shown in 
Fig. 2, according to which the high-frequency and high-voltage currents are 
connected in a direct manner through the condenser C, to the are gap I. In 
Fig. 2, the self-inductance coils L, and L,, as well as the condenser C, are fil- 
tering elements their purpose being to block the high-frequency currents from 
the supply mains. The resistance R serves for limiting the are current. 

In this case we find that no spark is formed by the arc gap and the arc 
does not ignite. The reason being that the high-voltage current impulses 
cannot be blocked from the supply mains by means of such filtering 

elements as can be constructed within practical limits, owing to the low 
frequency of the impulses, in consequence of which it is not through the 
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arc gap I, but in the supply mains that the discharge is closed. It is the above 
phenomenon that has prevented the employment of this highly promising 
ignitor device. 


The production of an igniting voltage with the aid of a low-voltage controlled circuit 


After the preliminary investigations described in the preceeding chapter, 
we have, for the reasons enumerated below, extended the tests to the 
equipment described under 4. 

The types of apparatus described under 1., in addition to being expensive 
and containing a greater number of high-voltage constructional elements, 
are only partly and intricately controllable, whilst their repeatability will in 
many cases leave a great deal to be desired. 


L> u 


Fig. 3. The production of an igniting voltage with the aid of a low-voltage controlled circuit. 

T Tesla transformer, the part to the right of the latter being the ignition circuit, the part to the 

left the are circuit, C,, C,, C; condensers, I arc gap, K rotary interrupter, R,R, ohmic resistances, 
L,, L, self-inductances 


The devices described under 2. yield discharges capable of good 
repetition, but they are bulky, and are the most expensive among the types 
of excitation apparatus of this kind. 

The types of apparatus described under 3. have up to now hardly 
come into use, and therefore there is not a sufficient volume of data available 
regarding their cost and operating conditions. 


Notwithstanding the great deal of literature available regarding inter- 
rupted-arc sources, we do not know a single work which discusses the igniting 
devices in question beside the two patents [19], [20] mentioned. The initial 
wiring diagram is shown in Fig. 3. The part situated to the right of the Tesla 
transformer is the igniting circuit, whilst the part on the left-hand side is 
the arc circuit. In the igniting circuit, R, denotes an ohmic resistance, 
C, a condenser and K a rotary interrupter, the latter being operated by a four- 
cam camshaft running at a synchronous speed of 1500 R. P. M. In Fig. 3 the 
part to the left of the condenser C, is the same as in Fig. 2. If the switch K is 
in the open position, the supply current passes through the connection ele- 
ments R,—C,—T. When the switch K closes, which under ordinary circum- 
stances happens when the voltage of the poles of the condenser C, is at its peak 


, 


value or in the vicinity of the latter, the condenser C, becomes discharged through 
the primary coil of the Tesla transformer T. This discharge will under the given 
circuit conditions be a high-frequency discharge. The currents circulating in 
the oscillatory circuit C.—K—-T will induce high-frequency and high-voltage 
currents in the oscillatory circuit C,—I—T, which will cause the are gap to 
ignite. In the present case we operated the igniting circuit with an effective 
voltage of 380 volts. 
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Information regarding the processes of low oscillation frequency taking 

place in the ignition circuit is supplied by the oscillograms of Fig. 5. These 

_oscillograms have been taken with the aid of an oscillograph of the string type 
of Siemens make. In Fig. 5, the upper curve shows the conditions of the current 

flowing in the circuit, whilst the lower curve shows the voltage conditions at 

the poles of the condenser C, (Figs. 3 and 4). The switch K opens at the point 


Fic. 4. Wiring diagram of interrupted-arc source. The part to the right of the arc ga I is the 

+18 > iring er ae : e Tig gap 

ignition circuit, the part to the left the arc circuit. R, R, ohmic resistances, C,, C,, C, condensers, 
L,, Lz self-inductances, T Tesla transformer, K rotary interrupter. 


A of oscillogram, the voltage at the poles of the condenser C, increases up to 
the point B, corresponding to the peak value of the supply voltage. At the 
point B the switch K closes, and this is followed by the high-frequency discharge 
in the oscillatory circuit C;—K—T. The course of this high-frequency discharge 
is not shown by the oscillogram of Fig. 5. Switch K as employed here is the same 
as in Fig. 1, viz. a rotary interrupter of Bosch make. The voltage curve (lower 
curve) of Fig. 5 shows that these switches are closing during a time correspon- 
ding to 90 electric degrees, the time during which they are opening correspon- 
ding, likewise, to 90 electric degrees. As seen in Fig. 5, this closing and opening 
is regular. The opening and closing during relatively long periods enables the 
condenser C, to be charged or discharged, respectively. 

The capacity of the condenser C, (Figs. 3 and 4) was determined by us 
experimentally at the figure at which the Tesla transformer T supplied the 
most suitable igniting discharges. The tests showed, that there exists a most 
advantageous figure at which the igniting spark operates with the best efficiency, 
this figure being 0,05 microfarad. 

The function of the ohmic resistance R, (Figs. 3 and 4) is to limit the 
flow of current in the closed position of the switch K. As witnessed by the tests, 
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the value of R, is almost indifferent for the operation of the apparatus. In order 
to protect the contacts of the switch against unnecessary stress, its value has 
been chosen at the comparatively high figure of 400 ohms. Under these circums- 
tances the intensity of the current passing in the switch K when closed is around 
1 ampere. Taking into account the value, already indicated above as amounting 
to 0,05 microfarad, of the condenser C,, the current passing through the latter 


Fig. 5. Upper curve: course of current in the ignitor circuit of connection according to Figs. 
3. and 4. Lower curve : course of the voltage at the poles of the condenser C, of the connections 
aceording to Figs. 3. and 4. At the point 4 the switch opens, at the point B the switch closes 


in the open condition of the switch K amounts, at a voltage of 380 volts, to 
as little as 6.107 amperes, thus causing only an insignificant amount of voltage 
drop during the passage of the said current through the resistance R,. 

As witnessed by the tests, the Tesla transformer T has to satisfy the 
most exacting requirements as regards its type of construction. In view of the 
relatively small electrical energy available, satisfactory results can only be 
expected with elements presenting low losses. In the case of coils of the ordinary 
type of construction either no ignition spark will be obtained at all, or, even 
though such a spark is obtained, its energy will not be sufficient for igniting 
the are gap. In order to reduce losses, the Tesla transformer T has been con- 
structed according to the type shown in Fig. 6. The secondary coil is located 
ou the six insulating ribs marked B, the latter being supported on the discs 
C made of insulating material likewise. The primary coil possessing a low number 
of turns is kept at a suitable distance from the secondary coil by the insulating 
ribs D. 


j 
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As regards the step-wp ratio of the Tesla transformer, the requirements 
are here, likewise entirely different from those necessary for the Tesla trans- 
formers employed in connection with the interrupted arc sources known up 
to date. Notably, in the types of apparatus employed till now, the voltage at 
the poles of the primary coil of the Tesla transformer is already almost as high 
as would be sufficient for striking the arc, and this voltage is, moreover, stepped- 


WA 


sg 


: Fig. 6. Low-loss Tesla transformer 


up subsequently to a multiple of its original figure. On the other hand, in our 
apparatus as described, it is the supply voltage that has to be stepped-up to 
10—12 000 volts. 

Two Tesla transformers were subjected by us to more thorough tests. 
Whilst the main dimensions and the general arrangement were identical, the 
‘primary coil possessed in both cases 10 turns of wire of 3 mm diameter. The 
‘secondary coil was made in the one case of wire of 1 mm diameter with 250 
turns, in the other case of wire of 0,5 mm diameter with 540 turns. The largest 
spark gap distance, at which it was possible to maintain the spark discharge 
between flat ended cylindrical electrodes of 5 mm diameter amounted in the 
first: case to 12, in the second case to 20 mm. It appeared that the condenser 
6 (Figs. 3—-4) also possessed a most advantageous figure, which resulted here 
at 0,05 microfarad. 
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Another way, in which the ignition spark can be transferred to the are 
circuit is by means of the connection represented in Fig. 4. In the connection 
according to Fig. 4, the arc circuit current does not pass through the secondary | 
coil of the Tesla transformer T. In the case of this method of connection, igni- | 
tion will be all the more perfect, the greater the self-inductance of the coils | 
L, and L,. As, however, a practical limit has to be set to the self-inductance 
of these coils, their figure should be at least identical to the self-inductance of | 
the secondary coil of the Tesla transformer. | 

The condensers C, and C, figuring in Figs. 3 and 4 are subjected to high | 
stresses, and therefore, in order to reduce losses, it is essential that they should 


be of a low-loss type. For this purpose, the condensers possessing a mica dielec- | 
tric are the most suitable. 
' The processes of the arc circuit 


After having discussed the operating conditions of the ignition circuit, 
we shall now also describe the processes taking place in the arc circuit, although 


Fig. 7. Upper curve: course of the current in the arc circuit of the connections according to 
Figs. 3. and 4. Lower curve : course of the voltage along the are gap I 


\ 


this does not contain anything new. The conditions ruling here can be besi 
characterised by the oscillograms of Fig. 7, where the upper curve shows the 
conditions of the current flowing in the arc circuit, whilst the lower curve show: 
the course of the voltage at the poles of the arc I at an effective feeding voltag: 
of 380 volts. The oscillograms have here also been taken with the aid of ar 
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oscillograph of the string type, and thus do not contain the high-frequency 
processes. As appears from the lower curve of Fig. 7, in the adjustment used 


_ here ignition was effected at the peak value of the supply voltage, in consequence 


i 


| 


whereof the voltage dropped to the arc voltage. Near the end of the supply 
voltage wave, the arc is extinguished, and then ignited again after the ignition 
occurring in the negative half-period. It is in accordance with the ignition. and 
extinction, respectively, of the arc, that the current also varies in accordance 
with the upper curve of Fig. 7. The regularity and good repeatability of the 
discharge conditions also appear clearly in Fig 7. 


Evaluation of the results 


Tt is beyond doubt that the ignitor apparatus produced with the aid of 
the low-voltage controlled circuit here described is substantially simpler than 
any igniting apparatus known up to now. With the exception of the Tesla trans- 
former, not a single high-voltage element is required for producing the igniting 
voltage, which fact is also important from the point of view of reducing danger 
to human lives. The reproduceability of the ignitions exceeds, in general, the 
teproduceability of the ignitions obtainable by means of the types of apparatus 
described under 1., and is identical with the reproduceability of the ignitions 
of the types of apparatus described under 2., it exceeds the adjustability of 
the latter, or, at least various adjustabilities can be achieved by substantially 
simpler means. Thus, for instance, by varying the phase position of the switch 


_K according to Figs. 3 and 4, it is possible to ensure that the burning period 


of the are should vary. It is true that by altering the adjustment of the phase 
of switch K, the efficiency of the ignition will diminish, as the charging voltage 
of the condenser C, (Figs. 3 and 4) contained in the ignition circuit will not 
attain its peak value. This, however, can be eliminated by inserting a phase- 
shifting circuit into the ignition circuit, by which the voltage of the ignition 
circuit is shifted in phase to the desired direction and extent in relation to the 
are circuit and, thus the condenser C, is enabled to be charged at all times to 
the peak value of the mains voltage. The proportion between the burning 
period of the arc and the period of intermission can be. yaried still further by 


_ using the very simple trick of providing on the camshaft of the switch K figuring 


in the Figs. 3 and 4, let us say, three kinds of control-cams and, at the same 
time, three contacts arranged in such a manner as to ensure that ignitions 
should take place only during each second or only during each fourth half- 
period, respectively. By changing over the connections from one contact to 
the other, the desired operation conditions can be adjusted in a very simple 
manner. If, moreover, it is considered, that the peak voltage of the arc circuit 
is abbut 540 volts, so that to the right and to the left of the peak value of the 
A. C. main voltage there will still be available a sufficiently high voltage for 


| 
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the ignition and maintenance of the arc, it will be possible to vary the proportion 
between the burning period of the arc and the period of intermission of the arc 
within very wide limits. 

The results have shown that this interrupted-are source which, as far 
as we know, has not been employed at all in practice up to now, will be of impor- 
tance im spectrum analysis. Further tests relating to this subject are in course | 
of progress, and an account of the results will be given later. 
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NPEPbIBHCThIN JYFOOBPA3SYIOWMK ANMAPAT DJIA CIEKTPAJIBHOrO 
AHAJIH3A 


A. Bapyoy 
Pesrome 


Pa6ota B BBeJeHHH 3HAKOMHT C OCHOBHEIMH IIPHHIHNaMH MpepHIBHCTOrO Ayroobpasy- 
lollero allMapata H JjaeT 0630p NOcTpoeHHHIX AO cHX Nop anmMapaToB, pasOuB uX Ha yeTHpe 
rpynny. Tocne storo nofpobHo sHaKOMUT C KOHCTpyKuHeH H C AOCTHTHYTHIMH pe3syJbTa- 
TaMH TaKoro MpepbisucToro AyrooOpasylolero anMapaTa, 0 KOTOPOM OI H3BeCTeH JO 
cero BpeMeHH TOJIbKO OCHOBHOH NPHHUHN No HMeIOMMMCA NaTeHTHEIM ONMCaHHAM. CyIIHOCTbIO 
9TOrO MpephBucTOrO AyrooOpasylollero anMapaTa ABJIAeTCH BHICOKOBOJIbTHaA Web 3a)>KH- 
raHHA Ayru, KOTopanA KpoMe OfHOrO TpaHcnopMaTopa Tecia Apyroro BHCOKOBOJbTHOrO 3J1e- 
MeHTa He HMeeT. OOpas0BaHHe HallpAoKeHHA 3a.KHTaHHA MpOHCXOAHT ¢ NOMOMIbIO ynpaBsse- 
MOH HH3KOBOJbTHOH WenH. AMMapaT MO>KeT ObITh HacTpoeH Ha PaSHYHbIe PerxKHMBI paGoTEE 
ropa3fqo Jerue, ueM NIpHMeHeHHEle Jo cero BpeMeHH aliNapaTH, a NOBTOPAeMOCTb TOKAeCTBeHHa 
C H3BeCTHBIMH JO HacTOAMero BpeMeHH JIY4WIHMH aliMapataMn. 


A NEW METHOD FOR INVESTIGATING 
RELAXATION PROCESSES 


by 
L P. VALKO and GY. GERGELY - 


RESEARCH LABORATORY FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 
(Presented by Z. Gyulai — Received 13. VII. 1951) 


A new compensating method was developed for the investigation of relaxation phenomena 
governed by several exponential processes. The electric compensating pulse, consisting of a sum 
of exponentials, is produced by means of RC networks. Each of them controls a separate pentode, 
the pentodes having a common load resistance for adding the components. The method was 
applied to the investigation of the rise and decay phenomena of willemite luminescence. 


The usual method used for the investigation of the time dependence of phy- 
sical processes e. g. relaxation processes, is that of producing by some means a vol- 
tage which is proportional to the investigated quantity, and examining its oscil- 
loscope pattern. This oscillogram has to be analysed by graphical or numerical 
methods in order to find its corresponding simple mathematical expression. For 
example, if the task is to investigate a fast light phenomenon, the light is received 
on the cathode of a photocell or photoelectric multiplier, and the output vol- 
tage of this device is applied to an oscillograph. 

If the process can be approached by an exponential function, the mea- 
surement may be carried out by electronic means. In that case the signal voltage 
is combined by some means, in the oscillograph with a second voltage having 
exactly exponential form and having a time constant which can be varied 
at will. This time constant has to be varied, until the oscilloscope pattern attains 
a simple and characteristic figure. 

1. One of the solutions rests upon the principle that the amplification 
of an amplifier may be influenced at will. Let the investigated signal voltage 
have the form: 

V=Ve%'. 
Applying an amplifier whose amplification has an exponential variation 


A =aeP and a=f 
the amplified voltage 
V'=VA=Voa 
_and a horizontal line appears on the screen of the oscilloscope, independent of time. 
Unfortunately exponential variation of the amplification is a very hard 
condition. It can be realised by usual methods of automatic amplification 


é 
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control, if V, is modulated by means of high frequency. This is the case with 
regard to the decay of acoustical vibrations in a room. In fact, this method 
was especially developed for acoustical purposes and was never practically used 
for any other purpose [1], [2]. 

2. Another method used for acoustical reverberation measurements is 
that of employing a non-linear amplifier where the output voltage is propor- 
tional to the logarithm of the input : 


A =a log V 
V’ =alog V, —ata. 


The oscillogram is a straight line with a direction depending on the time 
constant. 

3. A third method was used by Henderson and Strange [3] for the investi- 
gation of the rise and decay of fluorescence. They used a specially built cathode 
ray tube which had several pairs of vertical plates instead of one pair. One set 
of plates received the voltage corresponding to the brightness, the next set 
an exponential voltage of opposite polarity and equal magnitude. In this case 
the two vertical deflections compensated each other and. the result was a simple 
horizontal line. 

4. Recently Tolstoy and Feofilov [4] developed a different method. 
They controlled the vertical plates of a simple oscilloscope with a voltage pro- 


portional to the quantity investigated, and the horizontal plates by an expo-— 
nentially decaying voltage of variable time constant. They have shown that | 


the equation of the resulting oscillogram is: 


& 
ya xb, 
If a = Bf we get a straight line. 


Comparing the above methods, it is apparent that methods 1. and 2. are 
difficult to realize because of the need of a perfectly exponential change of 
amplification, and of a _ perfectly logarithmical amplification respectively. 
In methods 3. and 4. the signal voltage and the compensating voltage are ampli- 
fied by different amplifiers. For correct operation the perfect matching of the 
amplifiers is necessary. 

Methods 1. 2. and 4. are adopted especially for evaluating the time con- 


stants of a single exponential process. In practice, however, the relaxation pro- 


cesses are often approximated by a series of exponential functions. Let the 
signal voltage have the form : 


V=V,e @'+ Vie %'4 Vie tt... cs 


The examinantion of the four methods shows that 1. is useless, 2. gives a 


broken polygon line, which has to be evaluated by further mathematical operations. | 
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The difficulty with methods 3. lies in the manufacturing of special CR 
tubes, since in addition to the usual two sets of plates each member of the 
approximating series requires a further vertical set of plates. Technical reasons 
limit the application of the method to two or three components. In the above- 
mentioned paper [3] a two component compensating system is described. 

Tolstoy and Feofilov did not develop the superposition of more exponen- 
tials and their method is not very suitable for this purpose. 


Experimental arrangement 


A simple compensating method was developed which seems to be free 
from the above disadvantages. Its principle is the subtraction of an exponential 
polynomial from the investigated function. Number and value of coefficients and 
exponents is varied until the difference vanishes. Addition and subtraction 
of the members is carried out by electrical means. 

A simple solution would be the connecting of the corresponding voltage 
sources in series. In this case, however, the sources have no common reference 
voltage level and this »floating« may cause difficulties. Parallel connection 


of the sources means another method of electrical addition, — the addition 


of currents — but the resulting current depends on the different source resistances. 


The difficulties are avoided by applying electron tubes. Each compensating 
voltage is controlling the grid circuit of a different high resistance pentode, 
and the plate currents (which are proportional to the grid voltages) are added 
on the common load resistance. This process is apt to develop any wave whatever 
as any function can be approximated through some kind of series of elementary 
functions which may be represented through elementary electrical circuits. 
Any refinement of the approximation means adding only one member more 
to the series, that is connecting one more tube parallel to the others. The small 
change resulting in the resistance of the parallel circuits caused by such a coh- 
nection can be calculated as it depénds only on the tube, and not on its control 
grid circuit. 

While the method is quite general, its chief application. is in the inves- 
tigation of exponential relaxation processes. The compensating apparatus 
was employed for the measurement of luminescent materials. The rise and 
decay of luminescence of willemite specimens excited by cathode rays were 
investigated. 

The experimental arrangement described in a previous paper [5] was 
equipped with the compensating device. Fig. 1 shows the schematic diagram 
of the experimental arrangement. A square wave generator or pulse generator 
is controlling the cathode ray tube to whose screen the luminescent material 
under investigation is applied, at the same time as the compensating device. 
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| 
} 


So 


Fig. 1. Schematic diagram of the experimental arrangement. Notations on the figure: j 


1. Cathode Ray tube, 2. Square wave generator or pulse generator, 3. Compensating apparatus, | 
4. Multiplier phototube 931A, 5. Amplifier, 6. Oscilloscope. 


A multiplier phototube measures the brightness of the specimen by pro- | 
ducing voltage pulses on its load resistance proportional to the rise and decay | 
of luminescence. The compensating device produces the same voltage on the | 
load resistance — but in opposite phase. The resulting pulses are amplified | 


i 


4S 


Fig. 2. Circuit diagram of the compensating apparatus. 
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and brought to the plates of an oscilloscope. In the case of a suitable compen- 
‘sation, the oscilliscope pattern is a straight horizontal line. 

Fig. 2 shows the circuit diagram of the compensating apparatus. The 
square wave voltage appears on potentiometer P, and part of this voltage 
charges condenser C, through the variable resistance R,. In the next half wave C, 
discharges through R,. The time constant of the circuit is controlled by the 

"variation of R, and if necessary by C,. The instant voltage of C, serves as coulrel 
yoltage for tube 1. The amplitude is controlled by P,. 

A similar circuit is that of potentiometer P,, resistance R, ‘and condenser 
C,. P, and R, can be set independently of P, and R,. The same applies in the 

ease of the other circuits. The number of circuits is not limited practically. 

A necessary condition is that the electron tubes should have linear ampli- 

‘fication. This is achieved by the application of negative feedback, which also 
makes the amplification more independent of tube characteristics. 

The resulting superposition of exponential voltages on the load resistance 
is mixed by means of a high capacity condenser to the investigated voltage 
appearing on the multiplier load resistance. Suitable resistance and capacity 
values must be chosen to prevent distortions. 


Theory of exponential relaxation processes 


The exponential (monomolecular) relaxation processes are governed by 
a linear differential equation of the form: 


df 
3 Tie a+ bt 
i denoting the relaxation function, t the time, a and b being constants. 
Many physical processes may be described by the above differential 
equation. 
Applying V, voltage through resistance R to a condenser C, the voltage 
on the condenser during the charging of the condenser — may be described 


by the differential equation : 
CR— +V=V. (1) 


4 
and during the discharge : 


(2) 


charge _— (3) 


discharge (4) 
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where the duration of charging is T. 


The brightness of a luminfescent specimen may be treated by similar equations. 


ay") rise (5) 
ZL sti Al seneaped next" decay, sat 


pest pAg 22% 


B being the exponent of rise, a of the decay. 
If the time of excitation or the charging of the condenser T is -T >> RC, 


1 
or T>> Ving process is in complete equilibrium. V = V, and I = I, during 


the rise. 


Now, let us discuss the possibility of compensating the photomultiplier 
pulses with the voltage produced by the condenser charging and discharging. 

Comparing equations 3 with 5 and 4 with 6, it may be seen that an entirely 
exact compensation is not possible, because of the different exponents # and 
a in the rise and decay of luminescence. 


1 1 
if = VY and p= RC’ the rise alone, and if a = RC the decay alone 


is compensated. 

The problem is more difficult if the relaxation process cannot reach equi- 
librium between two consecutive excitations, i. e. the expression e FT is not 
negligible. This case is met with in many substances. 

For luminescent materials used in practice a and f are so great, that 
with T = 10 millisec. the light intensity is still far from equilibrium. The leng- 
thening of T is not practical because of the band width and the low frequency 
cut-off of the amplifier. 

The equations for the relaxation process by square wave and pulse exci- 
tations were solved in a general manner by Williams and Eyring [6] and by 
Gergely [5]. It was shown that by denoting f = e~ 7, g — e—®" the brightness 
of luminescence is given by : 


ba aS 
Fees Ath Pare rise (7) 
573 
I=hp—e : decay (8) | 


t being measured from the start of the rise and decay. The light at the 
beginning of the decay and at the end of the rise is given by : 


Te = ie F (9a) 
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The amplitude of an oscilloscope pattern : 


i—f 


jak PO pa ere 


(1 —8), (9b) 


see notations of Fig. 3. 

Only the last quantity AI may be determined from the oscilloscope 
pattern, but not the quantity /,. Similarly, J, cannot be determined by the 
simple square wave method. 


Ig 
Fig. 3. Oscilloscope pattern of a luminescence decay curve. 


Tolstoy and Feofilov [4] described a method for the determination of the 
“unknown quantities. They used a rotating disk for modulating the light, which 
falls upon the cathode of the phototube, in order to establish a level of zero 
brightness for the determination of [,. 
By switching off the square wave generator and bombarding the lumi- 
nescent screen with the same electron beam as used by pulsing, the amplitude 
-of I, may be determined. 


For the condenser charge and discharge in the stationary state the fol- 
t 
lowing equations hold: denoting e Rc =? 


t 
Vi—=V, (1 —e Re ee for the charging (10) 


? ASG re eke for the discharging (11) 
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and 


i= 
Vi= Vegas (12a) 
AV eee (12b) 
1 — gq? 


similarly with 7, 8, 9. 

Naturally V, cannot be determined, except by using a direct current 
amplifier. This arrangement, however, offers no difficulties, for the direct current 
component of the condenser voltage is entirely uninteresting, and only the 
alternating current voltages are relevant in the compensation process. 


When the multiplier voltage is compensated for the decay period, then: 


°1—fg a 1— qg? = const (13a) 


1 —aT 
OTR oat ae 
ees lee 
I, 1 fg — (14a) 


The compensation is therefore possible. The corresponding J, and V,, 
are different. It may be shown that F = 0 for any time whatever. 
For the compensation of the rise with the former notations : 


f t 
F=I—V= Aer nies Eo Atti eed (13b) 


lef 1— 2 
OF _ 9 
Ot 
om 1 pp. ba 
B= speech perel ine 
oa eee Lay 
Oy ee rs Vor peor (14b) 


in this case the compensation can only give F = const. and not F = 0 as for 
the decay. 


V,, and V,, may be determined from the oscilloscope pattern taking 
RC — 0, making the pattern almost rectangular. 

The third important form of measurements is the short pulse excitation 
method. In this case the excitation time t is very short, 1—500 microsec. whereas 
the decay time is long enough to reach approximately 0 brightness at the end 
of the decav, (20 millisec.). 


, 
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The last case may be treated similarly to the square wave excitation. 
Denoted now by f =e, g= e 7 we have 
similarly to equation (7) 
| : 
T= I,(1—e e — : (7a) 


In our measurements with T = 20 millisec. and t = 5—500 microsec., 
the factor became 


Ss; 
22). 99'—— 1. 
fg 


Compensating the rise, similarly to (13b) 


a: 
F=I1-—V= 1,4 oe) — Vor (Dees ne) = const. (13c) 


OF 
a= = (I 
OL 
i 
p= RE ? I, == Vor > (14c) 


and compensating the decay : 


T t 
mera. (se ! )e Vs ( = rahoart = const. (13d) 
1 . S; ; 
a>77 I, (1 —e Bey ee A eae ae TF Voa « (14d) 
RC 
The above discussion is valid when the relaxation process is governed 
by a single exponential. 
In practical cases, by investigation of cathode ray screens, the decay and 
rise are described only by the superposition of several exponentials. Each process 
is related to a band of the emission spectrum [esis 


Experimental results 


Investigating Zn,Si0,—Mn specimens, it was found that the rise and 
decay process could be described by the superposition of three exponentials. 

Fig. 4. shows the decay curve of luminescence for square wave excitation, 
T = 10 millisec. 

Fig. 5. show the individual compensating components. 

Fig. 6. shows the compensated decay curve. 

Similar patterns are found by the compensation of the rise curve. 

Fig. 7. show the grades of incomplete compensation. 

Starting from similar patterns, the suitable variation of the time constant 


makes the concave or convex line straight. 
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Fig. 4. The decay curve for square wave excitation, T = 10 msec. 


\ 


Fig. 5/a. 


The accuracy of compensation of I, and I, is less than that of I, because 


of their small amplitude and time constant. 
As was shown in paper 5] the more precise investigation of components 


I, and I, requires the application of shorter excitation pulses. 


4 NEW METHOD FOR INV MGATING RELAXATLON PROCESSES 


Fig. 5,c. 
Fig. 5/a, 5/b, 5/c. The compensating components of the decay curve of Fig. 


Fig. 6. The compensated decay curve 
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Fig. 7/b. 
Fig. 7. Incomplete compensations. Fig. 7/a. 1/RC > a, Fig. 7/b 1/RC-<a 


Fig. 8. The rise and decay curve for pulse excitation, t = 500 microsec. 
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Fig. 9b. 


bio, Ve. 


hig. Ya, Yb. Ve. The compensating components of the decay curve of Pig. 8. 
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Component I, was measured by 500 microsec. excitation time. Fig. 8 
shows the decay curve for t = 500 microsec. T = 19,5 millisec. Figs. 9 show the 


single compensating components. Nearly the same results were got for a, and 


B, as by the square wave measurements. 

a, was determined by using 5—25 and 59 microsec. excitation pulses. Fig. 
10 shows the rise and decay curve for t = 25 microsec. Fig. 11. shows the 
decay curve, when only the I, component is compensated. 


Fig. 10. The rise and decay curve for pulse excitation t = 25 microsec. 


Fig. 11. The brightness components 1, + i, oi the decay curve of Fig. 10, Component i, is 
compensated. 
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Table I shows the experimental results. 
The columns J,, I, and I, contain the data of the single light components. 
@,, and f,, denote the time constants, measured by the compensating method. 
a,and B, denote a and f calculated by the graphical method, described in paper 5. 
T,am and I,,,, are the light amplitudes of the single decay and rise com- 
‘ponents, calculated from the compensation measurements data by the help 
of formula 14/a and 14 /b, Ia, and I,,, are determined by the graphical method. 
The precise determination of a, a, and f,, Bs is not possible by the gra- 
phical method. 
Rows 9 and 10 of Table I show the proportion of the single components, 
| determined by the square wave and by the short pulse method (row 10). 


TABLE I 


a ae 


It may be seen from Table I that the compensation of the rise and decay 
curve and the graphical evaluation do not give exactly the same results. The 
differences are caused by the significant line thickness of the oscilloscope traces 
(2—3 millimeter), the last being caused by the noise of the phototube. 

A possible further improvement of the method lies in the simultaneous 
compensation of the rise and decay curves. That seems to be possible if separate 
resistances are applied for charging and discharging the same condenser and 
series diodes are used to control the two paths of current. 
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HOBbIM METOJ, JIA UCCAIEQOBAHHA PEJIAKCAUHOHHbIX ABJEHHH 


HW. M1. Banko wn JL. Teprear 


Pestome 


Hospi MeTog KOMMeHCaUHH AIA HCCAEAOBaHHA peJaKCaUHCHHbIX ABJEHHH, COCTOAMHX 
H3 pAfla IKCNOHEHUHAJIbHBIX KOMMOHEHTOB. : 

SAeKTPHYeCKHH KOMMEHCHPYHWHA CHrHaJ, ABJIAIOUWHCA CyYMMOH 3KCIOHEHUMOHAJIb- 
HbIX KPHBbIX MOy4aeTcA C NOMOMbO WeNeH RC. Kak Abii u3 9THX Welle yMpaBAeT MO OAHOMY 
H3 NeHTOAOB HW KOMMOHEHTHI CKJIafbipaloTcnA Ha COWeM AIA BCeX NeHTOAOB paboyem CONpoTHB- 
JIeHHH. 

Metod ncnosmb3yeTca pH HCCAefOBAHHH NepHOsa NPOAOMKHTeEAbHOCTH Rpoweca JOMH- 
HeCWeHUHH. JloKasbiBaeTcs, YTO KPHBaA BOSpaCTaHHA HHTeHCHBHOCTH H yracaHHA CBeTa MOKET 
ObITh BhIparkeHa vepes CyMepMOsHHWO TpeX IKCNOHEHUHAIbHEIX PYHKUHH. 

Bo3Mo>oKHOCTb HCCeOBaHHA KOMMeHCalHH Np sBpemeHH Bos0yoxseHHA 10 musm- 
ceKyHA, H B MHKpoceKyHAy. 


» 
KOPPEKUUA POPMYJIbl KHHETHYECKOMH SHEPIUH &EPMHM 


P. NAYHU 
Yuusepentet r. Cerea. Mnctutyt teopetuyeckoh (HusHKH 


(Mpeactasnerio M1. FomGauiom. — Nocrynisata: 19. IX. 1951.) 


Jlano, uto N cecGoaHbix 9/lekTpoHOB sameptbl B Ky6e cObeMomM V, NIpH O4eHb HH3KOH 
Temnepatype. CpefHIOI0 KHHETHYECKYIO SHEPrHlO 3JIEKTPCHOB MO>KHO BBIYHCJIHTh ABOAKHM 
myTeM: a) Ha OCHOBe CTaTHCTHYeCKorO MeTOAa bepmu, 6) Mogemblo KopooOKu KBaHTOBOH 
MeXaHHKH. BeAHYHHEI, pacuHTaHHble M0 ABYM YNOMSAHYTBIM MeTO/aM, B Cay4ae Heo 1busoro 
gucna gnextponos (N < 100000) gator O4eHb OONbUIHe OTKOHEHHA, T. C- dopmyna Depmn 
jlaet Ha MHOro MeHbILYy!O BeEHYHHY. OTKOHEHHE MOKET ObITh TAKKEe MOMHOCTLW HCKOpeHeHHO, 
ecnu B BbIBOfe PepMU YYTEM TOT *aKT, YTO BeHYHHA HH OAHOTO H3 KOMMOHEHTOB MMIysIbca 
He MOKeT ObITb paBHa HYJI0, COOTBeETCTBEHHO 9TOMY H3 Wapa HMMyJIbCa Bbipesaem cou 
TONWHHON 2d BAO MoO MNOCKOCTAM KOOPAHHAT. YuvTHiBad NOJyYeHHEI TaKHM oOpa30m 
o6bem aekTHBHOrO HMMyJIbca, MpHAepxuBaAch Xofa MBICIH BHIBOAa DepmMn, Momyyaem 
ToAWWHHy! jopMyy KHHeTHYeCKOH 9Heprnu @epmu u MOC KOPPEKMHOHHbIe WICHBI. 
KoppurupopaHie BeMIHHSI NOKasa JH OUeHb XOpoUloe copnajeHue C BeJHUHHAMH, NOy4eH- 
HBIMH TIYTeM BBMHCeHHH M0 KBaHTOBOH MeXaHHKe. 


MpeanonoxKum, ato N cBoGofHbIx 9s1eKTPOHOB 3aKPbITbI MPH OYCHb HUSKOH 
Temilepatype 8 oobem V (HerpoHHijaemble cTeHKH). CpeqHHOW0 KMHETHUCCKYIO 
QHeprHiio 9/IeKTPOHHOrO rasa MO)KEM BBIUHCJIATb ABOAKHM IIYTEM - 

a) Modesb KopoOku KéaHmoéott mMexaHUKU. Tyctb o6bem V GyfeT KYO c 
CTOPOHOM a. BOSMOXKHDIE BeJIMYMHb! QHEPrHH CJAVIOILHE - 


2 Bo 2 2 Nake gpl ale 
Bi ae iis nae eet —olaQvccoe font) 
as fig" lela 


Cpeguioio sHepriio (KOTOpaaA YHCTO KMHeTH¥eCcKan SHePrHA, Tak Kak BHYTpH 
KOPOOKH MOTeHUMASILHYI0 9HePri0 MO)KeM MPHHATh PaBHbIM HYJIK0) ompeflesiaem 
TakKHM OOpagsoM, YTO €CJIH CaMbIe HUSKHE COCTOAHHA 3anOTHALOTCA cyKCeCCHBHO 
(ecnu mpumem Bo BHAMaHHe pwHuHN [aysn, To TorAa B Ka)KJOM KBaHTOBOM 
COCTOAHHM MODKeM PaSMECTHTb TOJIbKO IBA 9JIEKTPOHA C MPOTHBOTOJIO>KHDIM 
HanpaBsleHHem CnHHa) H CYMMY SHepriv, pacuMTaHHYto NIpH nomouiH (1) fesHM 
Ha uMco aneKTpoHoB (N). 


V3 TOUKM 3peHHA HDKeCIIeDYIOUIMX BaKHbIM ABIACTCA TO, 4TO HH OHO 
KBaHTOBOe YHCNO He MO)KeT ObITb PaBHO HYIIO. To eCTb B TOM CiIydae COOTBET- 
crayollaA coOcTBeHHaA @YHKUMA 


. Nyt ee ee a 
a | if sin-2— x sin —2— y sin rae (2) 
a a 


a. 


6biia-6b1 pasa HYJIO (OMHAKO PYHKUMA KOCHHYC He MOKeT ObITb CoOcTBeHHOH 
dynKunei, Tak Kak He YOBIETBOPACT TipeflesIbHbIM YCJIOBUsM). 
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6) Cmamucmuka Pepmu-JJupaka (npu oveHb HUsKor Temnepa ay Ha 
OCHOBe 9TOrO MeTOJa CpeAHAA KHHeTMYeCKan sHeEprHA seKTpoHOoB N Ovnee | 
cyenyiouled : 


E R205 Sel ae (3) 


“8m 33 \a Vv 
nA CpaBHeHHsi BbidesAem W3 CpeMHHX BesJINYHH SHEP, PaCCuUNTaHHbix Kak 
no mMeTodY a) Tak 4 Mo MeTOsY 6) OOM? MHOOKUTeNbHBIH dakTop 

Cl a 

8m a2 8m V*s’ 


ocTalolllasicaA uacTb B OOOUX CAYUaAX 3aBHCHT HCKJNOUHTebHO OT N. BenvunHbl 
nocseqHero MpvBexeHb! B TaOsMue 1. 


TABJINIA 1. 


M3 paccmatpeHuxi TaOnHubl BHHO, 4YTO BeJIMUMHbI PacCuUHTaHHble Ha OCHOBe 
@opmysibi PepMH 3HaAYHTeJIbHO MeHbLIH, UCM BEJIMYUMHbI PaCCUMTAaHHble MO KBaH- 
ToBo mexaHuke. (ITpoueHTHoe oTKoHeHve Jaxxe mpv 1000 Brie 20°,). 

B fasbHelliem MoKasbiBaeM, YTO 9TO OTKJION€HHE MODKET ObITb NOYTH NOI- 
HOCTbIO HCKJIIOUCHO, eC, NpHAepxKHBaAcb XOffa mbiICNeH Depmu, HCHONb3syem 
TOT (aKkT, YTO BesIMUAHa HY OJHOrO H3 KOMMOHEHTOB MMMYJIbCa HE MOKET ObITb 
paBHa HYJIO. 


IHPHPeKTHBHBH HMNYNbCHHKA OObeEM 


Ha ocHose mofev KOpoOKH KBaHTOBOM MeXaHHKH MO)KHO NOKasaTb, YTO 
BeJIMYHHa HM OPHOrO 3 KOMMOHEHTOB HMMYJIbCa He MOKET ObITb PaBHa HYJIN. 
KpajpaT KOMNOHeHTa X MMNMYJibCa aeT CNeAYONIYIO BesIMUHHY : 


1 1) ale 


kK, — P2 = — n*, (4) 


2m * 2m 4a? x 


Tak, Kak Nx He MOKET ObITb paBeH HYJIHO, Tak px H CuIeMOBATesIbHO TakoKe H Px, 
He MOrYT ObITb paBHbl HYJIKO. CXofHoe MosIvuaeTcA H B CyIyYae JPpyrH¥xX JBYX 
KOMMOHEHTOB MMIMYIIbCa. 

STOT (akT MOXKEM HCNONbSOBaTb MPH cTaTHCTHYeCKOM BbIBOLe Depmu 
TaKHM oOOpasoM, YTO CoH coOTBeTCBYIOWWeH TONUIMHE mocKocTeH KOOp_uHaT 
P,=0 P,=0 P, = 0, Bbipesaem u3 noA uMNYyIbCa M pacueT BeseM C OCTAaB- 
wHmcxA OObemOM 9PeKTHBHOrO HmMysIbca. Hansyuwee copnayenve c BeNMYHHOH 


: 


| 


| 


eee 
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O6’em ohekTHBHOrO HMMyJbCa 


aem Tora, ecJIM TOJIMMHA BbIpesaemolt yacTH paBHa 


KBaHTOBOM mMeXaHHKH Nosv4 
a VMIIYJIbCa : 


BeyiMuvHe HalmeHbillero BO3MO)KHOrO KOMIMOHEHT 


dpe Fae wis Artec ie) (5) 


PacueT MakCUMaJIbHOH 9HEpruUun 


@as0Bbili oObem, COOTBETCTBYIOUMH ssIeKTPOHAaM N, no eratuctuke PepMu- 
3 


Jiupaka (np HusKHx TemnepaTypax) N a 9TO DODKHO ObITb PaBHO MPOHSBe- 


neni oObema V u oObema oddbeKTHBHOPO MMIMMyYJIbCa Vooo : 
hs 
V: Vooe = N=- (6) 


Ha ocHose BbilliecKasaHHoro, oobem oteKTHBHOrO HMITYJIbCa, nonyuaem, eCJIH - 
v3 Wapa, omMcpiBaemoro C MaKCHMAJIbHbIM MMITYJIbCOM Pp, BbIPeoKeM Tpu cOA 
Wapa TONUIMHOM B 2d Bob To mmockoctelt KoopaMnat. Bennunta ocTaBille- 


roca oObema oppekTHBHOrO MMITYJIbCa (co. MpHsIOXKeHHE) : 


= d + 5,7295 p,d* — 1,9098 ~ — 0,40986d*). (7) 


Vou = 5 x (ps, — 45 P = 


Bpenem oOosHaueHHe : 
(8) 
Torta Vo» MO%KET ObITb SamIHCaHo - 


,9098 = _0,40986). (9) 


4 4 
Veo = 3 nd* aa 4,5 1% 5,7295 thee 1 ‘ 
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Mogctassisem 3Ty dopmyny B YpaBHeHHe (6) 1 MpAMem BO BHAMAHHE, YTO MO (S}e 


hs hs 


eran (10) | 


d3 


[povsBeA COOTBETCTBYIOLIMe YMpOlleHHA, AA a nosvuaem cyeqyoulHe ypa-— 
BHEHHES : 


24 
r§ — 4,5 r* + 5,7295 r — ee 0.40986 = — N. (11). 
Bb lad ye Tr Ss | 
we 
Mogctapnisem : , 
r= 74 «= 
Me Ei 


912693 
x*® — 2,28485 x? + 1,4771 x«— vee 


—0,05365 = N. (12) 


Ilpu uicnoBom pelieHHi yYpaBHeHHA (12) AIA pasM4HBIX BenM4HH NV nomyuaem 
x, Kak dyHKyHW N. B TaOnnye II. npHBogqHm HecKOsIbKO BeMUHH Xx. MonyueH-— 
Hbi€ YACIOBbIe BeJIMYMHbI MOFYT ObITb OTJIHYHO @MPOKCHMHPOBaHb! C TOMOLLIbIO — 
cslefyiollero BbIPayKeHHA : 
an Slo Tolga ee eee. (13) 
N's N*s 


MogctaBiAn COOTHOLIeHHe 


Bete 
__ |/24 h 
ee ) AR ia ee aaa 


(Jit MaKCHMaJIbHOrO HMMYJIbCa TIOJIYYa@eM : 


P, | li ia (1 + a tin), (14) 


ww 


CrlefoBaTesIbHOo B pesyJibTaTe Halliero BbIBO/a MbI NOJIVYHIIN BbIpayxkKeHHe Mepmu 
HM TIC KOPPeKLHOHHBIe YWVJIeCHBbI. 


TABJIMJA II. 

N | Guca. | Amnp. 
r | 1,8118 | 1,8116 
10 2,9466 2,9469 
20 3,5015 | 3,5016 
30 | 3,8917 | 3,8917 
40 | 4,2027 4,2027 
50 | 4,4655 | 4,4652 
100 ) 5,4195 5,4192 
| 10,7698 | ~—*10,7697 


Koppekuna ®opMyb KHHeTHUeCKOH sHeprHh Pepmn 281 


Bpaluucneuywe cpeaAHehH oHeEpruH 


_ Uncso TeX 3/IeKTPOHOB, HMMYJIbC KOTOPbIX JI€)KUT B oGbeme adppeKTHBHOrO 
YMnYsibca M@XxKAY pu p + dp, MOdKEM OMpeesINTb MPH MOMOMWH COOTHOLUCHHA 
(6). To ectb, ecnu pafuyc UMMysIbCHoro Wapa yBesM4eH Ha dp, Toryja HsmeHeHie 
oObema sippeKTHBHOrO UMMysIbCa dV.) HAXOMMTCA B CleAyiollell CBASH C H3Me- 
HeHvem uvcya yactuy dN: 


: h® 
V > dV2 =dN= (15) 
BenwunHa dV.g9@ Ha ocHoBe (9): 
ri Ba sige pe ( 3r? — 9r + 5,7295 + = dr. (16) 
3 2 


[ipuHumas Bo BHAmaHve (10), Asa HCKOMOTO SeKTPOHHOrO YMCA MosIyuaeM: 


Sigil og a 


bo MP cr, = a = 
dN=55 (3r?—9r + 5,7295 sa,17 31 (17) 


CymMMapHYyto 9Hepriio faeT MHTerpal: 


Pu oh 
aaa joa a eto AP 4__ Or? 4 yzey 18) 
oun | hinges eer eee Or? + 5,7295r2 + 1,9098) dr (18) 
Po V3 
ees! 5,7295 
=5- 4 (Se— pn + 2{— n+ 1,9098 r,— 2.3347). (19) 


bie 
24 
llonerassaa sBennunny d (5), a TakoKe Ha OCHOBAHHM Ty =|) —-* MovyuaeM - 


(DM! 


wana 


e (a “x? —1,107838 x1+.0,47746 x? + 0,123x—0,076] . (20) 


B aty dopmysy HeoOxogHMo NOAcTaBHTb BeIHUMHY X, MOAY4eHHYtO NYTEM yHCsI0- 
Boro pellleHHA YpaBHeHus (12), a Mocne feneHun Ha N nosyuaem BesIMUHHY 
cpeHeii sHeprun. MonyuenHas Takum OOpasom BesIMUMHa MpHBeeHa B crosoue 
ce. (uncn.) TaOnuup IIT. 

TpuOnmxKeHHYWO, allipoKCHMal|HOHHY!O dopmysy ANA cpeqHel sHeprHH 
MOXKEM MOYUHTb, ec oOpasyem uaCTHOE : 


ae! Eh? 1 0,58183 x* — 1,107838 x* + 0,47746 x* + ... 
N <8" View” x® — 2,28485 x? + 14771 x... 


(21) 


(penuunHy N nofctassisiem 43 ypaBHeHHA (12)) 


— ss : [= (2)"= aP 0,221556 ee + 0,124252 Cie ‘| a. 


Bm VW" 
TloactaBaAa annpokcumallHOHHoe BbIpawKeHve X H3 (13): 
[te 


E = (= (2y" Nv 41,1078 N's +0,725+...) (23) 


‘8m V"!s 
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BenvuvHbl, paccuvTaHHble Ha ocHoBaHHH (23) Haxoqum B CToNGue 5 (annp.) 
Ta6nuub Ill. wacrosuje paOoTh. OTKNOHeHHe B CpaBHeHHH C MOJIVYCHHbIM 
YHMCJIOBbIM TIYTEM OUYCHb MaJIbI. 


TABJIHIA Il. 


KoppurupopaHHble 


annp. | 4HCJI. 
c 


1 2,41 2,61 3 
10 5,80 5,82 6 
20 8,02 8,03 8,10 
30 9,78 9,80 9,93 
40 1,32 1,33 1,40 
50 12,70 12,72 12,80 
60 13,98 13,99 14,10 
70 15,17 15,18 15,17 
80 16,30 16,31 16,37 
90 17,37 17,38 17,46 

100 18,40 18,41 18,50 

1000 69,99 69/99 70,12 


Vis paccmoTpeHva TaGJIMUbI BHJHO, YTO KOPpeKTHPOBaHHaA opMyYJia IHeprHu 
XOpollo MpHOMKaeTCA K BesIMUHHaM KBaHTOBOH mexXaHHKH. Tlepspii wed Kop- 
PeKTHPOBaHHOH opMYJIbI CoBMaaeT C MOIHHHOH dopmysoH Pepmu, cyepo- 
BaTeJIbHO KOPpeKUHIO MaroT CyeAYOllHe. wJIeHbI : 


— 2 
Ei KOpp = hd 2 


Sor Pe (141078 N's + 0,725) (24) 


IlpunoxenHue 
BpaluncneHue o6tbemMa 9PHeKTHBHOTO UMNYIbCAa 


4 
Us o0bema = au Ps lWwapa pagvycom Py, HafO0 BbICUHTaTb TPH CJIOA Wapa 


rouHHOK 2d BAosIb Mo MIOCKOCTH KOOpAHHAT : 
— oxpid + 2nd* 


OygHako MIpH 3TOM BbIveTe ABAKIbI BbIUJIH OOWIHe YaCTH WapoBbIX CI0eB, Cy1e20- 
BaTeJIbHO OObemM MocNeqHHX DOIDKeH ObITb mpvOaByeH. OObem oOule yacTH 
WBYX WapoBbIX CJIOeB MODKET ObITb NosIyueH pacceyeHvem Wlapa MapaJVIelIb- 
HbIMH MWJIOCKOCTAMH X = —d, x =+d, y=—d, y=-+d. OObem odmet 
yacTH JlaeT creqyioliHi MHTerpas: 


ope 
2h 
pe ea 


8 < SP aes . 
= — (d? 2__ 2d? d(3 p? — d?) =rc sin - 
3 | VP ss os ') are sin 


d +d 


Vp 8 ytardy = 
d 


= — parce sin 
im 


alo - 
aT 
Vp @ 


a 


—— 


‘ 
; 
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B cayyae Gombuiux r (MYTeM pa3ssIOXKeHHA KBafpaTHbIX KOpHeH H apKCHHYca)} 
nosvuaem cnefyioilyio dopmysy : 


Ham HeoOxofuMO HMeTb TpeXKpaTHoe 9TOM BeNHUHHbI : 
— d3 


24d*p, —8 
uw 


Tipu BbiueTe BeIHYHH Wapa TpHoKAbI BbIWIH, a Y OOWMX YacTeH TpHKAbI NpH. 
6aBusu cambii BHYTpeHHHH KYOuNK oObemom 8d3. CrefoBaTesIbHO JJIA BBIMHCIe-. 
HHA oddbeKTHBHOrO OObema Ham HeoOXoAHMO BbIYeCTb H ITY BesMUMHY : — 8 d®- 
CnefopatenbHo o6bem odPeKTHBHOrO HMMMYJIbCA : 


-4 3 2 2 d‘ 3 
3 *P,— up, + 4p, d fe. EAP owns na 


Buipaoxkaio cBoKO OnarofapHocTb rocnof~HHY mpodeccopy Man Tombau, 


KOTOpbIid CBOHMH YkKasaHHAMH WH COBeTamMH CnOcoOCTBOBa 3aBepllleHHiO 3TOH 
padorut. 


KORREKTION IN DER FERMISCHEN KINETISCHEN ENERGIEFORMEL 
R. PAUNCZ 
(Zusammenfassung) 


Die mittlere kinetische Energie cines freien, in einem Kasten eingesperrten Elektronen- 
gases (bei sehr tiefen Temperaturen) wird auf zwei Wegen ermittelt : a) Fermische Statistik 
b) Quantenmechanisches Kastenmodell. Die Rechnungen fihren zu verschiedenen Resultaten. 
Es wird gezeigt, dass diese Diskrepanz vdllig beseitigt werden kann, wenn man _ beriick- 
sichtigt, dass keiner der Impulskomponenten den Wert 0 annebmen kann. Dem originalen 
Gedankengang folgend erhalten wit Korrektionsglieder in der Fermischen Formel. Die auf 
Grund der korrigierten kinetischen En¢rgicformel berechneten Werte stimmen mit den 
quantenmechanischen gut iiberein. 


Theoretisches Physikalisches Institut, Szeged. 
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UBER EINE ERWEITERUNG DER STATISTISCHEN 
FORMULIERUNG DES BESETZUNGSVERBOTES 
VOLLBESETZTER ELEKTRONENZUSTANDE 
IN ATOMEN 


Von 
P. GOMBAS 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPES! 


(Eingegangen: 18. X. 1951.) 


Die vom Verfasser in einer friheren Arbeit hergeleitete statistische Formulierung des 
Besetzungsverbotes vollbesetzter Elektronenzustande in Atomen wird wesentlich verfeinert, 
indem die Elektronen des statistisch behandelten Atomrumpfes nach der Nebenquantenzahl 
gruppiert werden. Wesentlich ist, dass durch diese neue Formulierung des Besetzungsverbotes 
ausser Atomriimpfe mit einer ausseren abgeschlossenen (s, p)-Elektronenschale auch Atomriimpfe 
mit einer ausseren d-Elektronenschale erfasst werden. Dies erméglicht eine sehr einfache Berech- 
nung der Energieniveaus, nebst der Alkali- und Erdalkaliatome, auch der Atome Cu, Ag, Au 
und Zn, Cd, Hg ; weiterhin lasst sich auf den neuen Grundlagen neben den Alkali- und Erdalkali- 
metallen eine sehr einfache Theorie der Edelmetalle und des metallischen Zn. Cd und Hg ent- 
wickeln. 


In einer friheren Arbeit [1] wurde vom Verfasser gezeigt, dass sich das 
Paulische Besetzungsverbot der vollbesetzten Elektronenzustande in Atomen 
von statistischen Grundlagen ausgehend durch ein Abstossungspotential er- 
setzen lasst, das von der Form 


Fi = yol o"*— o:'*) (1) 


ist. Hier bezeichnet @ die Elektronendichte der gesamten Rumpfelektronen und 
0; die Elektronendichte derjenigen Rumpfelektronen, deren Energie kleiner ist. 
als bzw. die Energie des Is- , 2p- , 3d- , .- - Quantenzustandes. Yo bedeutet 
die Konstante 


Yo= i (321) Mo, (2) 


wo e die positive Elementarladung und ay der kleinste Bohrsche W asserstoffra- 
dius ist. Naheres aber das Potential Fi findet man in der zitierten Arbeit. Wenn 
man dieses Zusatzpotential Fi zum elektrostatischen Potential V  hinzu- 
addiert, so hat man z. B. fiir die Valenzelektronen eines Atoms keinerlei Ortho- 
gonalitatsrelationen in Bezug auf die Rumpfelektronen mebr zu beriicksich- 
tigen, wodurch sehr grosse rechnerische Vereinfachungen entstehen. All diese 
Betrachtungen gelten nur fir solche Atome, bei denen der Atomrumpf eine 
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abgeschlossene Elektronenschale besitzt. Insbesondere zeigt sich, dass die Annah- 
men hauptsichlich fiir Atome zutreffen, bei denen die ausserste abgeschlossene 
Elektronenschale eine (s, p)-Schale ist, d. h. bei denen der Atomrumpf eine 
edelgasahnliche Struktur hat. Fiir Atome, bei denen die ausserste abgeschlos- 
sene Elektronenschale des Rumpfes eine d-Schale ist, treffen die Ausfiibrungen 
weniger gut zu und man erhalt deshalb mit dem Potential Fi fiir die Energie- 
niveaus dieser Atome z. B. des Cu-Atoms weniger gute Resultate als fur die 
Alkali- oder Erdalkaliatome. An Hand der weiter unten folgenden Ausfihrun- 
gen zeigt sich namlich, dass bei einer einheitlichen statistischen Behandlung 
der s- , p- , d- ,... Elektronen gewisse feinere Ziige verwischt werden. 

Die Verfeinerung der statistischen Formulierung des Besetzungsverbotes 
— das das Ziel der vorliegenden Arbeit ist — gestaltet sich nun folgendermas- 
sen. Wir ziehen ein Atom in Betracht, das aus einem elektronenreichen Rumpf 
und z Valenzelektronen besteht. Den Atomrumpf behandeln wir statistisch, 
d. h. wir teilen das Elektronengas in Teilgebiete vom Volumen dv ein, in denen 
sich noch eine grosse Anzahl von Elektronen befindet und in denen das elektro- 
statische Potential konstant ist. Fiir die Gebiete unmittelbarer Kernnahe und 
die vom Kern sehr weit entfernten Gebiete trifft dies nicht zu. Denn sehr nahe 
zum Kern andert sich das Potential sehr stark mit der Entfernung vom Kern 
und in sehr grosser Entfernung vom Kern befinden sich nur sehr wenige Elektro- 
nen. Da aber diese Gebiete im folgenden keine Rolle spielen, kénnen wir von 
dieser Schwierigkeit absehen. Wir kénnen daher die Elektronen als ein freies 
Elektronengas am absoluten Nullpunkt der Temperatur betrachten und das 
innerhalb der Zelle dv konstante elektrostatische Potential einstweilen vernach- 
lassigen. Wenn wir uns fir die Energieverteilung der Elektronen in der Zelle 
dv interessieren, so kénnen wir uns — da die Energie der Elektronen innerhalb 
dv vom Ort unabhangig ist — auf die kinetische Energieverteilung, d. h. auf 
die Verteilung der Elektronen im Impulsraum beschranken. 

Der fritheren Formulierung des Besetzungsverbotes liegt eine einheit- 
liche statistische Behandlung der Rumpfelektronen zu Grunde, ufolge der 
sich die in einer Elementarzelle dv befindlichen Elektronen bzw. deren Bild- 
punkte, im Impulsraum eine Kugel, deren Zentrum der Origo des Impulsraumes 
ist, voll ausfiillen. Statt dieser einheitlichen statistischen Behandlung der Rumpf- 
elektronen wollen wir nun die Elektronen mit verschiedener Nebenquanten- 
zahl gesondert behandeln. Wir stiitzen uns hierbei auf einige Resultate einer 
Arbeit von Fermi [2], in welcher Fermi die Anzahl der s-., p- ,d-,... 
Elektronen der Atome in Abhangigkeit von der Ordnungszahl bestimmte. Zur 
gesonderten statistischen Behandlung der s- , p- , d- , . . . Elektronen unter- 
teilen wir den Impulsraum mit einem System von coaxialen Kreiszylinderflachen, 
— dessen Achse mit dem zum Raumelement dv gezogenen Ortswektor t iden- 
tisch ist (man vgl. hierzu Fig. 1) — in Zylinderschalen in der Weise, dass die 
aufeinander folgenden Schalen die Bildpunkte der s- , p- , d- , . . - Elektro- 
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nen enthalten. Aus der Arbeit von F' ermi geht hervor, dass man fur die Anzahl 
ders-,p-,d-,... Elektronen im Atom zu einem mit der Erfahrung tiber- 
einstimmenden Resultat gelangt, wenn man die Radien der aufeinander fol- 


Fig. 1. Zur Aufteilung des Impulsraumes 


genden Zylinderquerschnitte folgendermassen festlegt. Wenn wir mit Py die 
auf t senkrechte Impulskomponente und mit r den Absolutwert von t bezeich- 
nen, so ergibt sich fir den Betrag des Impulsmomentes 


M, = "P9- (3) 


Die Radien p,- der aufeinander folgenden Zylinderquerschnitte werden bei 
Fermi nun dadurch festgelegt, dass man M, entsprechend der halbklassischen 
Betrachtungsweise mit [h/2x gleichsetzt, wo h die Plancksche Konstante bezeich- 


net. Man hat also sg 
M,=rp,=!5r> (4) 


woraus sich fur p, die folgenden Werte ergeben 
p= 5e- (5) 


Fir] = 0, 1, 2, 3,... erhalt man hieraus die Radien der Zylinderquerschnitte ; 
man vgl. hierzu Fig. 2. 


i 


288 Ph. GOMBAS 


Bei dieser Aufteilung des Impulsraumes befinden sich die s-Elektronen 
innerhalb des Zylinders mit der Mantelflache, der 1 = 1 entspricht. Die p- , 
d- , ...  Elektronen befinden sich in aufeinanderfolgenden Zylinderschalen 
und zwar die p-Elektronen in der Zylinderschale, die durch die Mantelflachen, 


Fig. 2. Zylinderquerschnitte im Impulsraum. Die Zahlen entlang der p,-Achse geben den Wert 
von | an 


denen 1 = 1 bzw. 1 = 2 entspricht, begrenzt ist; die d-Elektronen in der Zylin- 
derschale, die durch die Mantelflachen, denen 1 = 3 bzw. 1 = 2 entspricht, 
begranzt wird, usw. Bei dieser Aufteilung des Impulsraumes ist der Flachen- 
inhalt des Querschnittes der /-ten Zylinderschale 


A s heel 
ft= (Pi: —- Pi) 2 = (21 + 1) aan ee 
Das Verhaltnis des Flacheninhaltes der aufeinanderfolgenden Zylinderquer- 
schnitte ist daher 
a SD svete 


d. h. die Flacheninhalte der aufeinanderfolgenden Zylinderquerschnitte stehen 
im selben Verhaltnis zueinander wie die Anzahl der zur selben Hauptquanten- 
zahl gehérenden s- , p- , d- , . . . Elektronen. 

Unser nichstes Ziel ist die Berechnung des maximalen Impulses. bzw. 
der maximalen Energie der s- , p- , d- , . . . Elektronen. Hierzu miissen 
wir zunachst die azimutale, d. h. auf den Ortsvektor t senkrechte mittlere 
Impulskomponente P, der s- , p- , d- , . . . Elektronen bei dieser statistischen 
Behandlungsweise bestimmen. Fir p, kénnen wir entsprechend (5) die Form 

A => oe (6) 


ansetzen. Nach der Alteren Quantentheorie hatte man fir k bei den s- , p- , 
d- , . . . Elektronen bzw. die Werte 0, 1, 2,... zu setzen; in der Wellen- 
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mechanik hatte man statt k den Ausdruck [I (/+1)]* zu setzen. Bei der statis- 
tischen Betrachtungsweise ware aber beides falsch, da die s- , p-,d-,..- 
Elektronen bei dieser Betrachtungsweise im Impulsraum einen Raumteil von 
endlicher Impulsbreite erfiillen und man bei der eben genannten ersten Wahl 
der k-Werte (k = 0, 1, 2,...) jeweils den kleinsten Impulswert des Impulsin- 
terwalls waihlen wiirde, und bei der zweiten Wahl der k-Werte (k = [U(/+-1) y") 
im Falle der am meisten interessierenden s-Elektronen ebenfalls den kleinsten 
Impulswert des Impulsintervalls erhalten wiirde, und auch die Impulswerte der 
p-,d-,... Elektronen zu klein ausfielen. Man muss daher einen ent- 
sprechend gewahlten Mittelwert der Impulsintervalle festlegen. Fermi ist so 
-vorgegangen, dass er fur k bei den s- , p-,d-,..-- Elektronen der Reihe 
nach die Werte Bias 8/,.15/3,... wahlite. Wir wollen genauer so verfahren, dass 
wir k aus dem Mittelwert des azimutalen Anteils der kinetischen Energie der 
Elektronen der I-ten Zylinderschale bestimmen, indem wir Pp, |(2m) diesem 
Mittelwert gleichsetzen. Wir setzen also 


Iiktrovte. =A eee 
aril Bee te 1) Sm 22: (7) 


‘wo n, die Anzahl der Elektronen im hervorgehobenen Volumenelement be- 
-zeichnet, deren Bildpunkte in die [-te Zylinderschale fallen, und dQ die Anzahl 
‘der Quantenzustande derjenigen Elektronen in dv ist, deren azimutaler Impuls 
zwischen Pp und Py + dP, und radialer Impuls zwischen p, und p,+ dp, fallt ; 
die Integration hat man auf alle besetzten Zustande in der I-ten Zylinderschale 
auszudehnen. Mit Riicksicht darauf, dass 
" 


2 
dQ = he 2up, dp, dp, dv 


ist, folgt 


: 2. d Pyii Pa d 
adv , piloit i 
—— pp = he | |p5, a, Yan (Pi 4. mPa (8) 
I ay Fart 


© p,, der maximale radiale Impuls der Elektronen in der I-ten Zylinderschale, 

d. h. 2p,, die Héhe der Zylinderschale bezeichnet. Der Ausdruck 2 (p7,..— pr) "Pr 

Brien gerade das Volumen der /-ten Zylinderschale im Impulsraum dar. Da 
weiterhin der Zusammenhang 


; sar 
2(p?_ | — P?) Py, dv = 0, > (9) 
 besteht. folgt aus (8) 
1 Le yee 
cet sey fet 0 
Seo eee Were eat (10) 
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pi ist also der algebraische Mittelwert von p; und p7_,. Nach Einsetzen der Aus- 
driicke p;, p;,,; und p, entsprechend (5) und (6) erhalt man fiir k den Wert 


1 


k=[10+ +2] (11) 


Fir die s-, p-, d-,... Elektronen ergibt.sich also fir k bzw. (1/,)* = 
0,707 . . ., (3/s)"* = 1,58 ...,(25/.)* = 2,55... ,....Wiezusehen ist, nahern sich | 
die so festgelegten k-Werte mit wachsendem / sehr rasch den von Fermi gewahl- 
ten k-Werten, bzw. dem von der Wellenmechanik geforderten Wert [I(/+-1) yee 
Eine gréssere Abweichung gibt es nur fiir s-Elektronen, d. h. far /=0. In diesem 
Fall haben wir k = (14): = 0,707..., wahrend Fermi k == 1% setzt und der 
wellenmechanische Wert k = 0 betragt. Der wellenmechanische Wert k = 0, 
ware natiirlich in unserem Fall viel zu klein, da bei der zugrunde liegenden 
Einteilung des Impulsraumes den s-Elektronen das Intervall 


Oi ke= 1 


entspicht, d. h. k = 0 die untere Grenze des Intervalls darstellt. Aber es ist 
auch der von Fermi gewahlte Wert k = ',, zu klein, da der Querschnitt des 
Zylinders im Impulsraum mit p, quadratisch wachst und k®—¥, in dem fur k? 
gultigen Intervall 


OG heat 


noch weit unterhalb des Mittelpunktes k? — \% liegt. Eben diese quadratische 
Abhangigkeit des Impulsraumvolumens von p, gibt die physikalische Grund- 
lage fiir die weiter oben getroffene Wahl von p,, aus der als Mittelwert gerade 
der Mittelpunkt des jeweiligen Intervalles fiir k?, also im Falle von s-Elektronen 
k= ¥, folgt. 

Unser nachstes Ziel ist die Bestimmung des maximalen radialen Impulses 
bzw. des maximalen Impulses der s-, p-, d-,... Elektronen. Dies geschieht mit 
Hilfe des Energieminimumprinzips und des Pauli-Prinzips, wonach die Bild- 
punkte der Elektronen in den einzelnen Zylinderschalen diejenigen Impulsraum- 
zellen besetzen, denen die tiefste Energie entspricht und zwar in der Weise, 
dass im Phasenraum in einer Zelle vom Volumen h? sich héchstens die Bild- 
punkte zweier Elektronen befinden kénnen. Wenn wir das herausgegriffene 
Raumvolumen in der Elektronenwolke des Atoms mit dv, die*in diesem befind- 
lichen Elektronen mit der Nebenquantenzahl | mit dN, und das entsprechende 
Impulsraumvolumen, d. h. das Volumen der I-ten Zylinderschale mit da, be- 
zeichnen, so ergibt sich hieraus 


h® 
do, dv = > dN;. (12 
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re 


Das Impulsraumvolumen dw, ist das Volumen einer Zylinderschale. Wenn wir 
die radiale Impulskomponente mit P,, bezeichnen (man vgl. Fig. 1), so ergibt 
sich fiir dw, der folgende Ausdruck 


h? p, 
— pia p,, = (+1) >— (13) 


2a 


dw, = 2(p? 


tii 


Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in (12) erhalt man fiir 


en ee hsp 
. ie oleh aale f° geal eS (14) 
° 
® * dN, 
e, =< (15) 


‘die raumliche Dichte der Elektronen mit der Nebenquantenzahl | bezeichnet 
und 

D, = 427? 01 (16) 
4 

‘die radiale Dichte dieser Elektronen ist. 

: Nachdem wir p, auf die weiter oben angegebene Weise festgelegt haben, 
“kénnen wir nun auch die maximale Energie u,,,der Elektronen mit der Neben- 
quantenzahl | bestimmen. Wenn wir den Betrag des maximalen Impulses in 


der I-ten Zylinderschale mit ;,,, bezeichnen (man vgl. Fig. 1), so ergibt sich 


snd Silat Legh es cla he 
Diam Pi tm Pat Pe) = Som erp aye OP 
h? 
+35— [I+ +4 +|%: (17) 


oder wenn man atomare Ejivheiten einfihrt 


at 1 I+1 ] 

Un = er pa CMP + ym a ee) 
Dies ist der statistische Ausdruck der maximalen kinetischen Energie eines 
Elektrons mit der Nebenquantenzahl J. Die Valenzelektronen behandeln wir 
auf Grund der Wellenmechanik. Der wellenmechanische Ausdruck des azimutalen 
nteils der kinetischen Energie eines Elektrons ist : e? ag l(i+-1)/r?. Wenn 
‘man diesen wellenmechanischen Energieanteil —- der auch im Ausdruck (18) vor- 
kommt — vom statistischen Energieausdruck (18) abzieht, so erhalt man die 


om? 


2 1 1 
pg a Terme ae a Wa C7 


Ursa 


Dies ist die Mindestenergie, die man einem im Sinne der Wellenmechanik behan- 
delten Elektron mit der Nebenquantenzahl | zufihren muss, um es im Volu- 


menelement dv unterbringen zu kénnen. Da w, eine nur von den Koordinaten 
abhangige Funktion ist, kann man fiir w, auch 


w, = — eG, (20) 
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1? 
1 Sit i 

setzen und G, als ein Potential auffassen. 
Durch ganz 4hnliche Uberlegungen, wie in der zitierten Arbeit des Ver- | 
fassers, kommen wir jetzt zu dem Schluss, dass man fiir ein Valenzelektron mit | 
der Nebenquantenzah] / in einem Atom mit einem abgeschlossenen Rumpf das |; 
Besetzungsverbot der von den Rumpfelektronen vollbesetzten Quantenzu- 
stande dadurch in Betracht ziehen kann, dass man statt dem elektrostatischen _ 
Potential V das modifizierte Potential 


Wiss 6, (22) 


einfiihrt. Mit diesem gestaltet sich die Schrédingersche Gleichung zur Bestim- 
mung der Eigenfunktionen und der Energieniveaus der 5 Valenzelektronen | 


Di — (21). 


folgendermassen 


2 a 
Feta, SA, ypt[E+ Ne Mulr)| py =0, (23) 
v= - t=. > 


wo py die Wellenfunktion, E den Energieparameter der 2 Valenzelektronen, A; 
den in den Koordinaten des i-ten Elektrons ausgedriickten Laplaceschen Ope- | 
rator und r,;.die Entfernung des i-ten Elektrons vom Kern bezeichnet. 

Durch die Einfihrung des modifizierten Potentials G, wird man bei der 
Berechnung des Grundzustandes der Valenzelektronen jeder Besetzungsvor- 
schrift beziiglich der Valenzelektronen enthoben; man kann also in dieser 
Beziehung so verfahren, als ob die Rumpfelektronen gar nicht existierten, d.h. 
die EKigenfunktion der Valenzelektronen hat jetzt keinerlei Orthogonalitats- 
bedingung zu geniigen. Fiir angeregte Zustande der Valenzelektronen bestehen 
aber auch jetzt fiir die Eigenfunktion der Valenzelektronen in Bezug auf die 
Eigenfunktionen der energetisch tiefer liegenden Valenzelektronenzustande 
die iiblichen Orthogonalitatsbedingungen. 

Geradeso wie in den zitierten Arbeiten, brauchen wir an der statistischen 
Behandlung des Rumpfes nicht festhalten, sondern kénnen den Rumpf wellen- 
mechanisch z. B. nach Hartree oder Hartree und Fock behandeln. Fiir D, hat man 
in G, auch dann die radiale Elektronendichte all derjenigen Rumpfelektronen 
zu setzen, die einen Quantenzustand mit der Nebenquantenzahl / besetzen. 
Bei der Berechnung des 4p-Zustandes des Valenzelektrons (d. h. des tiefsten 
p-Valenzelektronzustandes) im K-Atom ist z. B. D, die Summe der radialen 
Dichten der sechs 2p- und sechs 3p-Rumpfelektronen des K‘-Rumpfes. Der 
Ausdruck fiir D, bleibt unverandert bei der Berechnung eines angeregten p- 
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Zustandes, z. B. des 5p-Zustandes des Valenzelektrons, nur hat man Sorge zu 
tragen, dass die Eigenfunktion des angeregten p-Zustandes auf die der tiefer 
liegenden p-Zustinde des Valenzelektrons (also bei der Berechnung des 5p- 
Justandes auf die Eigenfunktion des 4p-Zustandes) orthogonal sei. Bei der 
Berechnung eines d-Zustandes des Valenzelektrons im K-Atom ist D, = 0. 
da der K+-Rumpf keine d-Elektronen besitzt ; dasselbe ist auch fiir einen f- , g-,--- 
Zustand der Fall. In diesen Fallen muss das ganze Zusatzpotential G, identisch 
verschwinden. 

Hierzu und im allgemeinen beziiglich des Zusatzpotentials G, ist noch 
folgendes zu sagen. Da w,= —eG,aus W,, durch Abzug des nach der Wellen- 


mechanik berechneten azimutalen kinetischen Energieanteils ¢ e?a9 1 (I+-1)/r? 


2 


‘entsteht, sollte man zunachst erwarten, dass G, nur dem radialen Impuls 


entsprechende Glieder enthalt, d. h., dass in G, dem azimutalen Impuls entspre- 
chende Glieder nicht vorkommen. Dies ist aber nicht der Fall, da im Ausdruck 
(21) von G, das zweite Glied + ea,/r?_ azimutalen Ursprungs ist und zwar aus dem 


Mittelwert des statistisch berechneten azimutalen Anteils der kinetischen 


Energie resultiert. Dieses, mit Ausnahme der s-Zustande, relativ kleine Glied 
ist eine Folge der statistischen Berechnungsweise der kinetischen Energie der 
Elektronen, das man keinesfalls vernachlassigen kann. Um nun den richtigen 


Anschluss der statistischen Behandlungsweise an die wellenmechanische herzustel- 


len, hat man folgendes zu beachten. Bei der Berechnung derjenigen Zustinde 
far die D, = 0 ist und naturgemass das ganze Zusatzpotential verschwinden 
muss, wiirde man aus Formel (21) fiir das Zusatzpotential G,; = — + eay/r? 
erhalten, was unrichtig ist. Um hier fir G, aus Formel (21) das richtige Resultat 
zu erhalten, miissen wir folgende erginzende Festsetzung treffen: das Glied 
—- ea,/r* im Ausdruck von G, ist fiir diejenigen Zustande, fiir die D, = 0 
ist, zu streichen. 

Das Potential W, = V+ G, kénnen wir gerade so wie das Potential 
© — V + F, zur Berechnung von Atomtermen, weiterhin zur Entwicklung 
einer Theorie der einfacheren Metalle heranziehen. Dies wollen wir zum Teil 
in der zweitndchsten Arbeit tun. Hier sei nur so viel gesagt, dass sich bei den 
Anwendungen das Potential G, dem Potential F, bedeutend iiberlegen zeigt. 
denn auf Grund des Potentials G; kann man nicht nur solche Atomprobleme 
erfolgreich behandeln, bei denen die Ausserste Elektronenschale der Atome 
eine edelgasahnliche abgeschlossene (s, p)-Schale ist, sondern auch solche 
Probleme, bei denen die Ausserste abgeschlossene Elektronenschale der Atome 
eine abgeschlossene d- oder s-Schale ist. Demzufolge ergibt sich, dass sich auf 
Grund des G,-Potentials nicht nur wie mit dem Potential F; eine mit der 


_ Erfahrung selr gut iibereinstimmende Theorie der Alkali- und Erdalkali- 
 metalle, sondern nebst dieser auch eine Theorie der Edelmetalle und der Metalle 


Zn, Cd und Hg entwickeln lasst, ebenfalls im besten Einklang mit dem empirischen 
Befund. 
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Wie aus einem Vergleich des Zusatzpotentials G, mit dem Zusatzpotential 
F, zu sehen ist, sind diese verschiedene Funktionen von r. Dass man trotz dieser 
Verschiedenheit mit beiden Zusatzpotentialen fir Alkalimetalle praktisch 
dieselbe Gitterenergie und Gitterkonstante erhalt, besagt natiirlich nur, dass 
verschiedene Potentiale natifrlicherweise zum selben Energieeigenwert fihren 
kénnen. Das Wesentliche an der Sache ist aber, dass sich G, gerade als solch 
eine Funktion von r ergibt. die fir Alkalimetalle tatsachlich praktisch zum 
selben mit der Erfabrung iibereinstimmenden Eigenwert fiihrt, wie das Zusatz- 
potential F;. 

Die Durchfiihrung dieser Arbeit, und der beiden nachfolgenden Arbeiten 
habe ich der aufopfernden Hilfe meiner kirzlich verstorbenen Frau Ida Gombds 


zu verdanken. 
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HOBAH CTATHCTHYECKAA ®SOPMYJIHPOBKA ITIPHHIMIA 3ANOJIHEHHA B 
CJTYUAE ATOMOB 


Tl. Tom6am 
ABTOp B 39TOH paGote CyMecTBeHHO yrsiyOAeT H pasBHBaeT Aanbwe CTATHCTHYeCKYIO 


@OpMyHpOBKy UpHHUHNa 3anoHeHHA, faHHYW HM B OAHOM H3 MpexKHHX paGot. OH TpakTyeT 
3€KTPOHMI rpyNMupyA HX Mo BCNOMOraTeIbHEIM KBaHTOBHIM 4HCIaM. CyllecTBeHHHIM pesyJIb- 


TaTOM ABIACTCA TO, YTO C NOMODIbIO HOBOH opMy JHPOBKH NIpHHUKNa 3an0JHCHHA MO®KHO | 


oOcyxaTb He TOMbKO TaKYIO 3AMKHYTYW CHCTeEMYy aTOMOB, yY KOTOpOH cama BHEDIHAA oJeK- 
TpOHHaw OGon0uKa ABIAeTCA OOon04KOH (s, p), a TaKOKE H TaKHe CHCTEMH, MpH KOTOPHX- 
CaMax BHemMHAA OOon0¥Ka ABIAeTCA OOoNOYKOK a. Ito OOcTOATeNbCTBO AeNaeT BOSMO>KHHIM, 
YTOOH ONpeseIATb NpocTHM cnoco6om kpoMe ypoBHeli 9HeEprHH Me NO4HHIX H Me04HO-3eMeJIb- 
HBIX MeTaJIJIOB MOTJIH OM Takoke YPOBHH 9HEprHH H aTOMOB Cu, Ag, An, nu Zn, Cd, Hg. 

Kpome oToro, Hapsgy c paspaboTkKoH TeopHH WeNOWHHX H MeO4HO-3eMebHHIX MeTaJ- 
JOB CTAHOBHTCA BC3MO>KHHIM H V3.10.%KeHHe TeOpHH OnaroposHHX MeTAaJJIOB. 


ef Seat 8 eS 


UBER EIN STATISTISCHES ATOMMODELL 
IN WELCHEM DIE ELEKTRONEN NACH DER 
NEBENQUANTENZAHL GRUPPIERT SIND 


Von 
P. GOMBAS 


PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT. BUDAPEST 


(Eingegangen: 18. X. 1951.) 


Das statistisehe Atommodell wird durch Gruppierung der Elektronen nach der Neben- 
quantenzahl erweitert. Die zur Bestimmung des Potentialverlaufes bzw. Verlaufes der 
Elektronendiehte dienende Grundgleichung des erweiterten Modells wird durch die Variation der 
Energie des Atommodells hergeleitet. Es wird gezeigt, dass die Konvergenzschwierigkeit, die 
bei Hellmann und Fényes auftritt, bei einer konsequenten Durchfithrung der statistischen 
Betrachtungsweise wegfallt. 


Das statistische Atommodell wurde durch Gruppierung der Elektronen 
nach der Nebenquantenzahl zuerst von Hellmann [1] und spater von Fényes {2] 
erweitert. Wir wollen hier zeigen, dass man dieses erweiterte Modell in einer 
verbesserten Form sehr einfach auf Grund der in der vorangehenden Arbeit 
gegebenen Ausfihrungen entwickeln kann. Beziiglich dieser Ausfihrungen und 
der Bezeichnungen. verweisen wir auf die vorangehende Arbeit und wollen 
uns hier nicht in Wiederholungen einlassen. 

Wir greifen ein Volumen vedes Atoms heraus, in dem sich noch viele 
Elektronen befinden und in dem das Potential praktisch konstant ist. Die 
Elektronen in diesem Volumen wollen wir statistisch behandeln und zwar 
auf Grund der in der vorangehenden Arbeit entwickelten Unterteilung der Impuls- 
kugel in Zylinderschalen, in denen sich die einzelnen Elektronengruppen mit 
vorgegebener Nebenquantenzahl befinden. Wir nehmen an, dass im hervor- 
gehobenen Volumen v die Anzahl der Elektronen mit der Nebenquantenzahl / 
n, betragt. Die Bildungpunkte dieser n, Elektronen befinden sich in der I-ten 
Zylinderschale mit den Zylinderradien p,; und Pi41- Unsere Aufgabe ist zunachst 
die kinetische Energie U, dieser Elektronen zu berechnen. Diese ergibt sich 
folgendermassen 


tsb ) sae" aQ = | (pt + PP) dQ, (1) 


wo dQ die Anzahl der Quantenzustande derjenigen Elektronen in v bezeichnet, 
denen ein azimutaler Impuls zwischen Pg, und py, + dp, und ein radialer Im- 
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puls zwischen p, und p, + dp, zukommt und die Integration iiber die be- 
setzten Quantenzustande auszufihren ist. Mit dem Ausdruck 


2 1 
dQ = v2ap, dp, dp, (2) 


erhalt man 


ff 2uv f 
U, = | | (p? + Pi) Po dp, dp, = 


mh? . : 
2) ci | 


3 
_ 2av a (3) 


bing oe 
= | Fi 1— Pr) PA Oy (Py — PA Br |? : 


wo 2p,, die Héhe des von den Elektronen beanspruchten Volumens der /-ten 
Zylinderschale bedeutet. Man vgl. hierzu Fig. 1 der vorangehenden Arbeit. 
Mit Ricksicht darauf, dass 2(Pia — Pi) TP, == @ das’ von den Elektronen 
beanspruchte Impulsvolumen darstellt und daher die Beziehung 


Joo =p (4) 


besteht, so folgt aus (3) 


1 1 c 
U, ae l=: e t 9 (PA: + p3)| 1s (5) | 


Nee 


i 
Wenn wir hier, gerade so wie in der vorangehenden Arbeit, zr (p? ia Pha f 
= p; setzen, so folgt 


1 1 
Ui = sm (ge Ph + Pi) me 6) 


Wenn wir weiterhin die Dichte der Elektronen mit der Nebenquantenzahl 
I mit g, bezeichnen, d.h. 


=e, (7) 


setzen, so erhalt man mit Hilfe dieses anaruckes und mit den in der voran- 
gehenden Arbeit gegebenen Ausdriicken fir p,, und p, nach Einsetzen in (6) 


Tae.  emheat 1) ey 2 
ipsa r+ gag e+) + o| ape (8) 


Hieraus ergibt sich fiir die kinetische Energiedichte der Elektronen mit der 


ee itl 
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Nebenquantenzahl / nach Einfiihren von atomaren Einheiten 


1 1 
See 397 iy eke hy e* ay U(I Ar vp . (9) 


Mit diesem Ausdruck folgt fiir die gesamte kinetische Energiedichte der Elek- 
tronen 


1 
< es ea | ees pa ) 
a> (+H+5(21 cao) 


1 
ey g3r* =i a Qy 


| Nite: 
V3(2l=" ke 


Zur Bestimmung des Ausdruckes der Gesamtenergie des Atoms haben 
wir noch die potentielle Energie zu berechnen. Fir das Potential des Kernes 
V, und der Elektronenwolke V, des Atoms hat man die Ausdriicke 
WAG 


r 


pe ae al A (11) 


Ses ig 
er So 


wo t bzw. v’ den Ortsvektor bezeichnet und o die gesamte Elektronendichte 
darstellt, d.h. es ist 
a= ke Q:. (12) 
7 
Mit Hilfe all’ dieser Ausdriicke ergibt sich fir die Gesamtenergie FE; des 
Atoms 


> , 2 1 2 
Pee> liseiear oe tre 


1 Q: 
ltl) + >|%- 


—(Vers-Vilen) do: (13) 


In diesem Energieausdruck fehlt noch die Austausch- und Korrelationsenergie 
der Elektronen, auf die wir aber hier nicht naher eingehen wollen. 

Der Energieausdruck (13) ist ganz analog zu dem von Hellmann und 
Fényes von Seiten der Welleumechanik her hergeleiteten Energieausdruck, mit 
dem einzigen Unterschied, dass bei uns im zweiten Glied im Integranden der 
Ausdruck Il + 1) + } statt IJ + 1) steht. Fir grosse Werte von / ist dieser 
Unterschied nicht von Bedeutung, fiir kleine Werte von 1, so insbesondere fiir 
1= 0, d.h. s-Elektronen, ist jedoch dieser Unterschied wesentlich, da in diesem 
Falle bei Hellmann und Fényes das zweite Glied im Energieausdruck 0 ist, 
wahrend dies bei uns nicht der Fall ist. Die Ursache dieses Unterschiedes ist 
darin zu suchen, dass bei der in der Wellenmechanik fussenden Herleitung von 
Hellmann und Fényes als mittlerer Beitrag des azimutalen Anteils der kinetischen 
Energiedichte einfach zezayl(l + 1)/r? gesetat wurde, wahrend, wie aus unseren 


_ Ausfithrungen hervorgeht, der tatsachliche Mittelwert in der I-ten Zylinderschale 
Seay (Ul 4 1) + = |/r? betragt. Der azimutale Impuls und somit der azimutale 
Beitrag der kinetischen Energie darf fiir s-Elektronen keinesfalls verschwinden; 


7* 
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wie dies bei dem von Hellmann und Fényes hergeleiteten Glied der Fall ist, denn 


die Impulsraumzellen haben eine endliche Ausdehnung, demzufolge ein von 
0 verschiedener Mittelwert resultieren muss. 

Alles Weitere beziiglich der Bestimmung der Elektronendichte verlauft 
ganz analog zu Hellmann. Wenn wir die Gesamtzahl der Elektronen des Atoms 
mit der Nebenquantenzahl 1 mit N, bezeichnen, so bestehen die folgenden 
Bedingungsgleichungen 

f qedv = Nie. 
(t= 0, 1, 2, ..+) (14) 


Wenn wir weiterhin die Anzahl aller Elektronen des Atoms mit N bezeichnen, 
so muss 


>N=N (15) 
T 
sein. ‘ 
Die Bedingungsgleichungen (14) kann man durch Einfiihren von Lag- 


rangeschen Multiplikatoren V, in Betracht ziehen und gelangt zur Bestimmung 
von Q, zu folgendem Variationsprinzip 


Sip Pe eo Parnes ot = pees 
o> | \3@Ql4 1) <n + yeta[ll+ +s] 5 
—[VWt+ 5% Vileo,} dv =0, (16) 
wo die Variation hinsichtlich g, zu erfolgen hat. Hieraus ergibt sich der Zu- : 
sammenhang 
PP 1 f 1 1a hae er 
Scape AY -Wer-zetalle+)+s]eF% aD 
wed, T 
Mit Riicksicht auf die Poissonsche Gleichung 
AV = 4ne > 2, (18) 
folgt die Bestimmungsgleichung der Potentialverteilung 
alae 
AV 1 2 ya way lp k rye re 
Ye fo 1 \ I 
Tay 
1 1, 1y 
—gere [+0+ 3] 5 got 


Wenn man sich auf eine kugelsymmetrische Potential- und Dichteverteilung 
veschrankt, d.h. annimmt, dass V nur von r abhangt, so kann man diese Glei- 
chung auch in folgender Form schreiben 


_—. 


UBER EIN STATISTISCHES ATOMMODELL IN WELCHEM DIE ELEKTRONEN NACH DER NEBEN- 299 
QUANTENZAHL GRUPPIERT SIND 


BILE \aceralt >. 5 
ee Se A (VV) er— 
TA, 
1 
— seta, [1(.+ 1) + =| | : (20) 


Die Randbedingungen, mit denen diese Gleichung zu lésen ist, sind die 
folgenden [3]: Erstens folgt aus dem Verhalten des Potentials am Ort des 
Kernes 


lim (rV) = Ze, (21) 


wo Z die Ordnungszahl des Atoms oder Ions bedeutet. Zweitens ergibt sich 
aus dem Verhalten des Potentials am Atomrand 


(Z—N)e ‘ 


V(r) = 


(22) 


wo wir mit r, den Grenzradius des Atoms bezeichnen. Drittens erhalt man 
aus dem Verhalten der elektrischen Feldstarke am Atomrand 


_ dr r? (23) 


Ce pen calls 


Die Lagrangeschen Multiplikatoren V, sind aus den Nebenbedingungen 
(14) zu bestimmen. 


7 


Aus (17) ist zu sehen, dass die Teildichten @, nicht bis r= Q reichen. Der 
i auf der rechten Seite von (17) in der Klammer Ke stehende Ausdruck unter 
der Wurzel wird namlich fiir sehr kleine r negativ, da fiir sehr kleine r in diesem 
Ausdruck das Glied (V— V,) er einer Konstanten zustrebt, waihrend das 
Glied — > e? a, [I (J 4-1) + =|/r ber alle Grenzen wachst. Somit wird also 
von r = 0 bis zu einem bestimmten r-Wert, den wir r; nennen wollen, die rechte. 
Seite von (17) imaginar. Da einer imaginaren Elektronendichte keine physi- 
kalische Bedeutung zukommt, kann man dem Ausdruck (17) nur von r, an 
eine physikalische Bedeutung beimessen. Die Teildichten 9, reichen also nicht 
bis r— 0 und zwar auch im Falle von s-Elektronen nicht, da das Glied 

+ eta, (I (1+ 1) +]/r auch far s-Elektronen, d.h. 1 = 0, nicht verschwindet. 

_ Dies ist wesentlich, denn bei einem Verschwinden dieses Gliedes ergeben sich 
Konvergenzschwierigkeiten, da @, fir 1 = 0 im Falle r—> 0 wiel/r 5/, unendlich 

_ wird. Diese Konvergenzschwierigkeiten treten in dem hier entwickelten Atom- 
modell nicht auf, sie treten jedoch in dem von Hellmann und Fényes entwickelten 

Modell auf. 
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O CTATHCTHYECKON MOJEJIM ATOMA, B KOTOPOH 3JIEKTPOHbI 
CrPYMNMNWPOBAHbI MO BCNOMOTFATEJIBHOMY KBAHTOBOMY UHCJIY 


Tl. Tom6am 


ABTOP pa3BHBaeT flaJibiue CTaTHCTHYeCKYIO MOJ€tb aTOMa TpyNNMHpyA 9.1eKTPOHOB M0 
BCNOMOraTebHOMY KBaHTOBOMY 4HCAY. M3 BapHalHH 9HEprHH MOfeNH aTOMa BBIBOAHT OCHO- 
BHoe ypaBHeHHe HOBOH MOfeTH, TO CIYKHT AIA ONpegxeneHHA pacnpefseneHHA nNoTeHuHaa, 
HJIH ke 3apsfa. B sToH HOBOH MOfenH 3aTpyAHeEHHA CXOQHMOCTH, BCSHHKWHe Y TenabMaHHa 
h @Menewia, BCMeACTBHE NoCseAOBaTeABHOTO CTaTKCTHUeCKOTO COCVKACHHA, oOTMasawT. 


ZUR THEORIE DER EDELMETALLE 
UND DER ALKALIMETALLE 


Von 


P. GOMBAS 


(PHYSIK ALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, Bl DAPEST) 
(Eingegangen: 18. X. 1951.) 


Auf Grund einer vom Verfasser in einer in dieser Z>itschrift zur selbcn Zeit crschei- 
nenden Arbeit gegebenen ueuen_ statistischen Formulierung des Besetzungsverbotes 
vollbesetzter Elektronenzustande in Atomen wird die Theorie der Edelmetalle ent- 
wickelt. Insbesondere werden Berechnungen fiir das metallische Cu durchgefiihrt, deren 
Resultate in sehr guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung stehen. Ausserdem wird gezeigt, 
dass man auf den neuen Grundlagen auch die Theorie der Alkalimetalle entwickeln kann ; 
die Anwendung der Theorie auf K fihrt zu Resultaten, die mit der Erfahrung praktisch 
geradeso gut iibereinstimmen wie die Resultate, die man mit einer vom Verfasser in einigen 
friiheren Arbeiten entwickelten Theorie der Alkalimetalle erhilt. 


Vom Verfasser wurde auf Grund einer Weiterentwicklung der statistischen 
Theorie des Atoms eine Theorie der Alkali- und Erdalkalimetalle entwickelt [1] 
mit Hilfe der man die wichtigsten strukturunabhangigen Konstanten und 
Eigenschaften dieser Metalle einfach berechnen kann. Das Wesentliche in 
dieser Theorie ist. dass man annimmt, dass sich die Metallelektronen (Valenz- 
elektronen) nicht im elektrostatischen Potentialfeld V der Atomriimpfe, sondern 


in einem modifizierten Potentialfeld 


@-V+F (1) 
befinden, wo das Zusatzpotential F folgende Bedeutung hat 
F=—Y, 3, (2) 


Hier ist @ die Elektronendichte des Rumpfes und y, die Konstante 
1 2 
piesa) I aes ; (3) 


e bezeichnet die positive Elementarladung und ay den ersten Bohrschen Wasser- 
stoffradius. Durch Einfiihren dieses modifizierten Potentials wird man allen 
Orthogonalitatsforderungen far die Eigenfunktion der Metallelektronen in 
Bezug auf die Eigenfunktion der Rumpfelektronen enthoben ; man hat also 
in diesem Potential den absolut tiefsten Energiezustand der Metallelektronen 
zu berechnen. Beziiglich weiterer Details im Zusammenhang mit diesem Potential 


verweisen wir auf die Originalarheiten. 
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Wie schon gesagt ergeben sich auf diesen Grundlagen fiir die Alkali- 
und Erdalkalimetalle bei denen die dusserste Elektronenschale der Atomriimpfe 
eine edelgasihnliche abgeschlossene (s,p)-Elektronenschale ist mit der 
Erfahrung sehr gut iibereinstimmende Resultate. Fiir die Edelmetalle Cu, 
Ag, Au, sowie fiir die Metalle Zn, Cd und Hg, die eine ganz bedeutend tiefere 
Gitterenergie als die Alkali- bzw. die Erdalkalimetalle besitzen, ergeben sich 
jedoch Resultate, die mit der Erfahrung bei weitem nicht so gut tibereinstimmen, 
wie diejenigen, die wir fiir die Alkali- und Erdalkalimetalle erhielten. Der 
Grund hierfiir ist darin zu suchen, dass die dusserste Elektronenschale der 
Riimpfe dieser Atome nicht wie bei den Alkali- und Erdalkaliatomen eine ab- 
geschlossene edelgasahnliche (s, p)-Elektronenschale, sondern eine abge- 
schlossene d-Schale ist und fiir die letzteren das Zusatzpotential weniger gut 
zutrifft wie fir die ersteren. Das statistische Atommodell und somit auch das 
aus diesem hergeleitete Zusatzpotential F ist namlich, wie aus der Herleitung 
folgt, in erster Linie fir Atome und Rimpfe giltig, deren ausserste Elektronen- 
schale eine edelgasahnliche abgeschlossene (s, p)-Schale ist. Im Falle von Riimpfen, 
deren dusserste Elektronenschale eine abgeschlossene d-Schale ist, gibt das 
Zusatzpotential eine weniger gute Naherung und zwar erhait man im Falle 
von Atomen mit solchen Riimpfen mit diesem Zusatzpotential zu hohe Energie- 
terme. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass dem relativ grossen Impulsmoment 
der d-Elektronen bei der zugrunde gelegten statistischen Betrachtungsweise 
— hei welcher alle Elektronen auf die gleiche Weise behandelt werden — nicht 
genigend Rechnung getragen wird. Dies ist sofort aus den Grundannahmen der 
statistischen Theorie des Atoms zu sehen. Hiernach werden die in einem Volumen- 
element dv befindlichen Elektronen des Atoms als freies Elektronengas am 
absoluten Nullpunkt der Temperatur behandelt. Bei einer einheitlichen Behand- 
lungsweise aller Elektronen fillen die Bildpunkte der Elektronen dieses Elek- 
tronengases im Impulsraum eine Kugel aus; man vgl. hierzu Fig 1 wo r¢ den 
Ortsvektor des in Betracht gezogenen Volumenelementes bezeichnet. Fir 
Atome oder Atomriimpfe, deren Aausserste Elektronenschale eine (s, p)-Schale 
ist — und fiir das Zusatzpotential F ist gerade diese Ausserste Elektronenschale 
ausschlaggebend — gibt dies eine gute Naherung, fiir Atome oder Atomriimpfe 
jedoch, bei welchen die dusserste Elektronenschale eine d-chale ist, wird die 
Naherung weniger gut. Die Bildpunkte der d-Elektronen sollten sich namlich 
——wie in Fig. 1 schematisch angedeutet ist— wegen ihres relativ grossen Impuls- 
momentes von der Achse der Impulskugel weit entfernt befinden, wahrend 
bei der weiter oben zugrunde gelegten globalen Betrachtungsweise der Elektronen 
dies nicht der Fall ist, denn es werden bei dieser Betrachtungsweise die Bild- 
punkte der Elektronen unabhangig von ihrem Impulsmoment in der Impuls- 
kugel gleichmassig verteilt. 

Dieser Schwierigkeit kann man abhelfen, indem man die Elektronen mit 
verschiedenem Impulsmoment, d. h. mit verschiedener azimutaler Quantenzahl 
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gesondert in Betracht zieht. Dies wurde in einer zur gleichen Zeit in die- 
rer Zeitschrift (Vol I. Fasc. 3, S. 285) erscheinenden Arbeit des Verfassers 
durchgefihrt und gezeigt, dass man bei einer Gruppierung der Elek- 


tronen nach der Nebenquantenzahl | fiir das Zusatzpotential im Falle von 
diese kommen far die Metalle Cu, Ag, Au, Zn, Cd 


¥ 


s-Zustanden — und nur 
und Hg in Betracht — folgenden Ausdruck erhalt + 
‘ , 
G=— + ea,D? — a cays (4) 


"wo D die radiale Dichte der s-Elektronen des Atomrumpfes ist. 


Fig. 1. Zur Aufteilung des Impulsraumes 


Die Metalltheorie, die wir auf diesen Grundlagen im folgenden entwickeln 
nun weitgehend analog zu der in den fritheren Arbeiten 
des Verfassers entwickelten Theorie. Bei der Berechnung der Gitterenergie, 
aus der alles Weitere sehr einfach folgt, kann man sich wieder auf die ein Metall- 
-elektron (Valenzelektron) enthaltende Elementarzelle beschrinken, die man 
‘wieder durch die Elementarkugel vom gleichen Volumen ersetzen kann. Die 
der Elementarzelle durch die Elementarkugel, d. h. die Reduktion 
s Problem mit Zentralkraften, ist bei 


lich. Die Herleitung dieses 


wollen, gestaltet sich 


_Ersetzung 
des Problems auf ein kugelsymmetrische 
Zugrindelegung des Zusatzpotentials G wesent 


1 Zur Unterscheidung bezeichnen wir dieses Zusatzpotential statt F mit G. 
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Potentials griindet sich namlich auf eine Gruppierung der Elektronen nach 
der Nebenquantenzahl, das die Zugrundelegung eines kugelsymmetrischen 
Potentials, d.h. Zentralkrafte voraussetzt. Aus der Herleitung des Potentials 
G folgt weiterhin, dass dieses Potential bzw. die aus diesem resultierende Ab- 
stossungskraft jeweils nur auf die in der betretfenden Elementarkugel befind- 
lichen Elektronen wirkt und das Potential (4) ausserhalb der betreffenden 
Elementarkugel identisch gleich 0 zu setzen ist. Auf irgendein hervorgehobenes 
Elektron wirkt also immer nur dasjenige Zusatzpotential, das in der betreffenden 
Elementarkugel herrscht. Dies bedeutet einen ganz wesentlichen Unterschied 
gegeniiber dem Potential (2) denn erstens ist dies nicht nur auf kugelsymmet- _ 
rische Krafte beschrankt und zweitens wirken bei Zugrundelegung des Potentials 
(2) auf ein hervorgehobenes Elektron simultan die Potentiale aller Riimpfe 
im Metall. Allerdings bedeutet wegen des exponentiellen Abfalls des Potentials 
(2) mit der Entfernung von den einzelnen Kernen die simultane Wirkung der 
Potentiale (2) aller Rimpfe auf ein hervorgehobenes Elektron auch bei sehr 
hohen Drucken nur, dass es unter der gleichzeitigen Wirkung der Potentiale 
der in der unmittelbaren Umgebung des hervorgehobenen Elektrons befindlichen 
Riimpfe steht; bei Normaldruck reduziert sich die Wirkung fir Alkali- und | 
Erdalkalimetalle immer nur auf das Potential eines einzelnen Rumpfes. Dies 
andert aber nichts an dem prinzipiellen Unterschied, der zwischen dem Potential 
(2) und (4) besteht. 

Wir gehen nun zur Berechnung der Gitterenergie pro Elementarkugel 
tiber. Diese lasst sich ganz analog zu den Alkalimetallen berechnen mit dem 
Unterschied, dass man jetzt statt dem Zusatzpotential F des Zusatzpotential] 
G zu setzen hat und dass man jetzt — wegen der relativ kleinen Gitter- 
konstante der Edelmetalle — auch die aus der Uberdeckung der Elektronen- 
wolken resultierende gegenseitige Wechselwirkung der Riimpfe zu_beriick- 
sichtigen hat. Die Gitterenergie U zergliedert sich also auf folgende Energie- 
anteile: die Selbstenergie des Metallelektronengases, die Wechselwirkungs- 
energie der Metallelektronen mit dem Rumpf und die Wechselwirkungsenergie 
der Rimpfe. 

Die Selbstenergie des Metallelektronengases besteht aus der elektro- 
statischen Wechselwirkungsenergie der Metallelektronen, Ec der Austausch- 
energie der Metallelektronen, FE ,, der Korrelationsenergie der Metallelektronen, 
Ey, und der kinetischen Nullpunktsenergie der Metallelektronen Ex. 

Die Wechselwirkungsenergie der Metallelektronen mit dem Rumpf ent- 
halt folgende Energieanteile: die Coulombsche Wechselwirkungsenergie W¢ 
der punktfirmigen Ionenladung mit den Metallelektronen, die aus dem Ein- 
tauchen der Metallelektronen in die Elektronenwolke der Ionen resultierende 
nicht-Coulombsche elektrostatische Energie W,, die aus der Austauschwechsel- 
wirkung der Metallelektronen mit den Rumpfelektronen resultierende Energie 
W, und die aus dem Zustatzpotential G resultierende Energie Wx. 


kann 3 
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Neben diesen Energietermen hat man fiir Edelmetalle noch die folgenden 
Energien hinzuzunehmen: erstens die aus der Korrelationswechselwirkung 
der Metallelektronen mit den Rumpfelektronen resultierende Energie Wy und 
zweitens die Energie Hg, die aus der Uberdeckung der Elektronenwolken benach- 
barter Ionen resultiert. Dass diese Energien, im Gegensatz zu den Alkalimetallen, 
bei den Edelmetallen eine Rolle spielen, ist eine Folge des im Verhaltnis zu den 
Alkalimetallen ganz wesentlich kleineren Gitterabstandes. Zufolge des relativ 
kleinen Gitterabstandes findet einerseits bei den Edelmetallen eine Uberdeckung 
der Elektronenwolken benachbarter Ionen statt, woraus H, resultiert, ander- 
seits ist die Elektronendichte der Metallelektronen sehr gross, demzufolge Wy 
bei den Edelmetallen eine nicht zu vernachlassigende Rolle spielt. Bei den 
Alkalimetallen ist H, ganzlich unbedeutend, weiterhin ist auch Wy klein, es 
konnen daher beide Energieterme vernachlassigt werden. 


Man erhalt also fur die Gitterenergie 
Ge hob Ea Ew + Ex + We + Wet War Ww + Wy + Hs. (6) 


Die Dichte p des Metallelektronengases kann man auch bei Zugrundelegung 
der Zusatzpotentials (4) in erster Naherung als konstant ansetzen, d.h. man 


(7) 


~ 4a? 
setzen wo R den Radius der Elementerkugel bezeichnet. Fir Ec, Ey, Ey, Fx- 
W,- und W,, ergeben sich genau dieselben Ausdriicke wie far Alkalimetalle, 
die wir in der zitierten Arbeit hergeleitet haben und zwar ist 


3e2 1 
ae. 8 
Ec a. “Ro ( ) 
4/5 AntR® 5 1 
Bae el. a ee 0,4582 e R’ (9) 
Ew == — 90,0172 ee — 0,0577 otek (10) 
WwW ° ao 2 R c] 
5) 3 
Based wed a = 1,105 ea, 55, (11) 
: e 3e? 1 
fae a ee = a 12 
q Weo= heaved? 5 R? (12) 
& Q . 
‘ ne 
7 F e ef e : 
4 W224 [y—£) ve do = — 3s |[¥—z)e ars (13) 
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wo Q die Elementarkugel, weiterhin %, und %, die Konstanten 


was 3 y/3, wt 3 Vins 
uk = 76 (3 20”) “ea, , Xe = = (=) e (14) 


bezeichnet. 

Fir die Energie W, kénnen wir fir Edelmetalle nicht den fiir Alkali- 
metalle durch eine Reihenentwicklung nach Potenzen von v hergeleiteten 
Ausdruck gebrauchen. Diese Reihenentwicklung ist bei den Edelmetallen wegen 
des grossen v nicht mehr gestattet, so dass man auf den urspriinglichen Ausdruck 
fir W, zuriickgehen muss, nach welchem 


Wa= — Xa I [(e — ») "9 <i »"*] dv= 
Faivy 
=-x { [(o+ aes |ae+ ayorres ' (15) 


r<r, 


8g 


wo r, einen Grenzradius bezeichnet, bei welchem die Elektronendichte des 


Rumpfes @ mit der Randdichte des Thomas-Fermi-Diracschen Modells 
8 
00 = (se) = 0,002127/a,* gleich ist. Fiir kleinere Dichten kommt namlicl 
ke 


dem Ausdruck (15) mehr keine Realitaét zu [2]. 

Bei den Alkalimetallen ist » im Verhaltnis zu 9 im ganzen Integrations) 
gebiet klein, man kann daher dort das erste Glied des Integranden nach v in 
eine Reihe entwickeln und erhalt bei Vernachlassigung der von zweiter unt| 


héherer Ordnung kleinen Glieder 


r 1) 
We Ferg 3) 4 1 
Wa — Axa R | Q T? dr + (=) Xe T;° R° (16 


Im Falle von Alkalimetallen kann man statt (15) diese einfachere Formel be 
nutzen. 

Fur W, erhalt man mit dem Ausdruck (4) 

Wa = — [ve do ~ crap [ Dido + 7 cay [= dv. (li 

2 Q Q 

Beide Integrale auf der rechten Seite sind auf.die Elementarkugel Q auszudehne; 

D? fallt mit wachsendem r sehr rasch auf 0 ab und ist am Rand der Eleme: 

tarkugel — in der Umgebung der normalen Gleichgewichtslage — verschwi 

dend klein. Demzufolge kann man das Integral itber D? statt auf Q auf de 

ganzen Raum ausdehnen. Man erhilt also 


eu 
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Weiterhin haben wir die Energie Wy zu berechnen. Da es sich bei Wy 
nur um eine kleine Korrektion handelt, kann man sich bei der Berechnung 
von Wy mit einer rohen Naherung begniigen und den vom Verfasser angegebenen 


Ausdruck [2] 
Ww = 0,130 Wa (19) 


benutzen. Hiernach ist also in grober Naherung W ,zur Austauschenergie 
W, proportional. 

Schliesslich miissen wir noch die Energie Hg, d.h. die aus der Uberdeckung 
der Elektronenwolken benachbarter Ionen resultierende Energie berechnen. 
Dass man nur die benachbarten Jonen in Betracht zu ziehen hat, folgt daraus, 
dass mit wachsender Entfernung vom Kern die Elektronendichte exponentiell 
abfallt, demzufolge eine Uberdeckung der Elektronenwolken weiter entfernten 
Ionen nicht stattfindet. H, kann man auf Grund statistischer Betrachtungen 
mit einer vom Verfasser hergeleiteten vereinfachten Formel [3] einfach berechnen. 
Im Falle eines einzelnen Jonenpaares findet man fiir die aus der Uberdeckung 
der zwei Ionen resultierenden Wechselwirkungsenergie 


Us(5) = p(d) + (26 — 2) @(9) - (20) 


Hier bezeichnet y das nicht-Coulombsche Potential des Metallions, d.h. es ist 


e 
p(t) = Vir) —~. (21) 
§ bedeutet den Kernabstand der beiden Ionen; a und f sind die folgenden 
Konstanten 
co 
a= 4ne | gpr'dr, (22) 
() 
2000 4 
p=», Je * 72 dr. (23) 
0 


Die Edelmetalle kristallisieren im flachenzentrierten kubischen Gitter ; 
in welchem jedes Ion 12 unmittelbare Nachbarn im Abstand 


1 
1/5/2ar) * (24) 
o=2'(F)R 
besitzt. Um die Ionenpaare in der Gitterenergie nicht doppelt zu zahlen, hat 
man in der Gitterenergie nur die Halfte der Ionenpaare in Betracht zu ziehen 
und erhialt fiir Hg 
Hs(8) = 6Us(6). (25) 
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In Hg, hatte man noch die Energie zu beriicksichtigen, die aus der Austausch- 
wechselwirkung der Rumpfelektronen benachbarter Riimpfe resultiert ; diese 
ist jedoch in der Umgebung der normalen Gleichgewichtslage klein und kann 
vernachlassigt werden. 

Durch Zusammenziehen einiger Glieder lasst sich der pvedrec der Gitter- 
energie U der Edelmetalle in der Form 


U= A+ St At At Wat Mw + Hs (26) 


darstellen, wo die Konstanten Ay, A,, Ag, A, die folgenden Werte besitzen 


2 
Agee OULD (27) 
ao 
ae 
A fees (= — + — 0,4582 — 0,057 | e? = —1,4159 e%, (28) 
A= ( 1,105 + 4 ea, = 1,855 e%a,, (29) , 
4 
ic 3e?(Jx—Je); (30) 
hier sind J, und J, die folgenden Integrale 
2 o o : ' 
Jn= Fee) Diva, Je= zl (v-—) r2 dr = 4me%a. (31). 


Fir W,, Wy und Hy, sind fir Edelmetalle die Ausdriicke (15), (19) baw. (25) 


einzusetzen. 


Berechnungen auf diesen Grundlagen wurden fiir Cu durchgefihrt und 
zwar mit der Dichte- und Potentialverteilung des self-consistent field, das 
von D. R. Hartree und W. Hartree [4] mit Beriicksichtigung des Elektronen- 
austausches bestimmt wurde. Fiir r, ergibt sich mit dieser Verteilung der Wert 
r, = 2,875 ay); weiterhin erhalt man - Jz = 3,09 aj und Jx = 4,06 a;, sowie 
a = 38,8 ea; und £ = 112,1 ea}. Mit Hilfe dieser Daten kann man die Gitter- 
energie fiir verschiedene Werte der Gitterkonstante einfach berechnen. Die 
Gitterkonstante in der stabilen Gleichgewichtslage ist derjenige Wert der Gitter- 
konstante, fiir welchen die Gitterenergie ein Minimum aufweist. Wie die Berech- 
nungen zeigen, sind auch fir Cu die wesentlichsten Anteile der Anziehungs- 
energie W,, E,, W;, W4; einen keinesfalls zu vernachlassigbaren Anteil zur 
Anziehung liefern die Energien Ey und Wy. Dem Betrage nach den gréssten 
Anteil zur Abstossung liefert der Energieanteil Wx, neben dieser Abstossungs- 
energie sind aber auch die tibrigen drei Abstossungsterme F,, Ex und Hs, wesent- 
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lich. Im Vergleich zu den Alkalimetallen vollkommen neu ist, dass bei den Edel- 
metallen auch die Energie H, eine wesentliche Rolle spielt. Die einzelnen Energie- 
terme der Formel (26) und die Gitterenergie selbst als Funktion von R sind 
in der Tabelle 1 dargestellt. Fig. 2 zeigt graphisch den Verlauf von U als Funk- 
tion von R. 


TABELLE I. 


Die Gitterenergie und die Anteile der Gitterenergie als Funktion von R 
R in ag-Einheiten, die Energien in e?/ay-Kinheiten. 


Wir haben nun das Minimum der Gitterenergie, das wir mit U, bezeichnen, 
und den entsprechenden R-Wert, fir den wir die Bezeichnung R, einfihren, 
festzustellen. Aus den Daten der Tabelle 1 und einer graphischen Darstellung 
der Funktion U(R) ergibt sich 


Ry = 2,60 a) = 1,38 A (32) 
und e? 
U, = — 0,3820 — = —10,4 ev. (33) 


Weiterhin erhalt man fiir die Sublimationsenergie S aus dem Zusammenhang 
[Uj =J+S, (34) 
‘wo J die Ionisierungsenergie des freien Cu-Atoms bezeichnet 


cob caine (35) 
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Fig. 2. Die Gitterenergie fiir K und Cu als Funktion von R 


1.: U(R) fix K mit dem Zusatzpotential F berechnet. 
i 2.: U(R) fir EK mit dem Zusatzpotential G berechnet. 
3.: U(R) fix Cu mit dem Zusatzpotential G berechnet. 


Wenn man fir J den empirischen Wert [5] 
J =7,7eV (36) 


einsetzt, so folgt 


S = 2,7 eV. (37) 
Die entsprechenden empirischen Werte sind [6] 


R, = 2,660,=1,44 A, U,=—1l10eV, S=3,3eV. (38) 


Wie zu sehen ist, stimmen die theoretischen Werte mit diesen sehr befriedigend 
iiberein. Besonders gut ist die Ubereinstimmung fir R, und U,. Fir die Subli- 
mationsenergie S wird der relative Fehler naturgemiss grésser, da sich S als 


ZUR THEORIE DER EDELMETALLE UND DER ALKALIMETALLE 311 


die Differenz der rund zwei- bis dreimal grésseren Energien \Us| und J ergibt, 
wodurch ein kleiner Fehler in \U,| im Verhaltnis zu S stark vergrossert 
erscheint. Der besseren Ubersicht halber haben wir die Resultate fiir Cu, sowie 
einige Resultate fiir K zusammen mit den empirischen in der Tabelle 2 zusammen- 
gestellt. 

Wir michten noch darauf hinweisen, dass die Energie Hs, wie aus der 
Tabelle 1 zu sehen ist, fiir Edelmetalle eine ganz wesentliche Rolle spielt. Wie 
man aus der Tabelle sieht, wiirde sich namlich fiir R, ohne Hein viel zu kleiner 
Wert ergeben. Ohne die Energie H, wirde die Gitterenergie ihren tiefsten Wert 
in der Nahe von R = 2,0 a) annehmen. ‘ 


Als wesentlich erweist sich bei diesen Berechnungen fiir Cu, dass man 
fir das Cu*-Ion eine méglichst sehr genaue Elektronen- und Potentialverteilung 
gugrunde legt. Wir wiahlten die zur Zeit (abgesehen von der hier belanglosen 
relativistischen Korrektion) genaueste Verteilung und zwar die mit Beriick- 
sichtigung des Elektronenaustausches bestimmte sogenannte Hartree-Focksche 
Verteilung des self-consistent field. Wenn man namlich die weniger genaue 
sogenannte Hartree-sche Verteilung des self-consistent field, die ohne Beriick- 
sichtigung des Elektronenaustausches bestimmt wird, zugrunde legt, so erhalt 
man nicht so gute Resultate und zwar ergibt sich eine etwas zu. kleine Gitter- 
konstante, d.h. ein etwas zu kleiner Wert fiir Ry und ein -1was zu tiefer Wert 
far die Gitterenergie. Dies ist darauf gurickzufihren, dass mit der weniger 
genauen Hartreeschen Verteilung der fiir die Abstossungsenergie sehr wesentliche 
Koeffizient A, = 3e?(Jx — Jz) ganz bedeutend kleiner ausfallt, als mit der 
Hartree-Fockschen Verteilung. Wahrend sich namlich mit der Hartree-Fock- 
‘schen Verteilung A; = 2,91 ea? ergibt, erhalt man mit der Hartreeschen 
Verteilung nur A, = 0,97 e2a2. Dieses Herabsinken des Wertes von A, auf 
‘rund 1/; desjenigen Wertes, welchen man mit der Hartree-Fockschen Ver- 
teilung erhalt, verursacht den zu kleinen Wert von R, und den zu tiefen Wert 
der Gitterenergie. Der Umstand, dass bei Zugrundelegung der im Verhaltnis 
zur Hartree-Fockschen Verteilung weiter auslaufenden Hartreeschen Ver- 
teilung die Abstossungsenergie Hg stark anwachst, vermag den Wert von Ry 
und U, nicht geniigend verbessern, denn dieses Anwachsen der Abstossungs- 
‘energie Hs wird in hohem Masse durch das Anwachsen des Betrages der Energie 
W,, kompensiert. 

Die hier entwickelte Theorie kann man auch auf Alkalimetalle anwenden, 
deren Theorie, wie eingangs schon erwahnt wurde, schon friher vom Verfasser 
auf Grund des Zusatzpotentials F entwickelt wurde [1] und zu sehr guten 
Resultaten fihrte. Die Anwendung der Theorie auf die Alkalimetalle soll hier 

am Beispiel des metallischen Kaliums gezeigt werden. 

Fir Alkalimetalle lasst sich der Ausdruck der Gitterenergie stark ver- 
_einfachen. Erstens ist namlich bei den Alkalimetallen die Dichte der Metall- 
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elektronen bedeutend kleiner, als bei den Edelmetallen, so dass man im Aus- | 
druck von W, die schon weiter oben erwahnte Reihenentwicklung ohne weiteres | 
durchfiihren kann, wodurch grosse Vereinfachungen entstehen und zweitens 
kann man wegen der grossen Entfernung der Alkaliionen im Gitter die Wechsel- | 
wirkung der Riimpfe vernachlassigen, d-h. Hg streichen. Weiterhin kann man 
bei den Alkalimetallen auch Wy, vernachlassigen. 


Fir W, ergibt sich jetzt nach (16) 


Vg 


1 3 $21 
Wa = —3eJa R ni (-) %als Ra? (39) 
wo J, das folgende Integral bezeichnet 
Are fog 40 
Jn = Gere “rt dr. (40) 
iio 


Mit diesem Ausdruck von W, lasst sich nun U in folgender Form dar- | 
stellen 


ee ee el ee ee! 
eka a Eadie obi dk bee 
Hier haben die Koeffizienten A), A,, A, dieselbe Bedeutung wie auf S. 308, 
der Koeffizient A, ist jedoch abgedandert und bedeutet jetzt den folgenden Aus- 
druck: 


As = 3e*(Jx —Je—Ja), (42) 


wo fir Jx und J; wieder die Ausdricke (31) einzusetzen sind und J, durch (40) 
definiert ist. A,/R‘ ist das zweite Glied auf der rechten Seite im Ausdruck 
(39) ; man erhalt also fir A, 


aif 


re (e) art. (43) 


Wenn man den Ausdruck (41) der Gitterenergie. mit dem Ausdruck ver- 
gleicht, der vom Verfasser in den eingangs zitierten Arbeiten auf Grund des 
Zusatzpotentials F fiir Alkalimetalle hergeleitet wurde, so ergibt sich formal 
eine véllige Ubereinstimmung. Tatsachlich sind aber nur die Koeffizienten 
Ay, A, und A, dieselben wie in dem friher fir Alkalimetalle hergeleiteten Energie- 
ausdruck, die Koeffizienten A, und A, sind jedoch abgeandert. Diese Anderung 
ist ausschliesslick eine Folge dessen, dass im neuen Energieausdruck das Glied 
W, durch einen vollkommen anderen Ausdruck dargestellt wird, wie im friitheren 
dem Umstand entsprechend, dass: jetzt das Zusatzpotential statt F durch G 
dargestellt wird. Wahrend in der friither entwickelten Theorie Wx zu 1/R® pro- 
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portional war und folgende Gestalt hatte 
W, = 3e2 1 ; Yo 138 
a — UK Bs mit | ian o rdr, (44) 
ist jetzt 4 
(45) 


Fig. 3. Wx als Funktion von R far K. 
1.: WK(R) mit F berechnet. 
2.: WK(R) mit G berechnet. 


Es besteht also jetzt Wx aus zwei Gliedern, von denen das eine zu 1/R* und das 
andere zu 1/R? proportional ist ; weiterhin hat J, jetzt eine vollkommen andere 
Bedeutung als im friiheren Ausdruck. Es ist interessant, dass in der Umgebung 
der Gleichgewichtslage beide Ausdricke der Energie Wx fast denselben Wert 
haben und als Funktion von R praktisch denselben Verlauf zeigen (man vgl. 
hierzu Fig. 3). Diesem Umstand ist es zuzuschreiben, dass man mit dem neuen 
Energieausdruck fir die Alkalimetalle praktisch dieselben Resultate erhalt 
wie mit dem friher hergeleiteten. 

Wir kommen nun auf die Berechnungen fur K zu sprechen, die wir auf 
Grund der Elektronen- und Potentialverteilung des self-consistent field 


8* 
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durchgefiihrt haben, die von D. R. Hartree und W. Hartree mit Beriicksichtigung 
des Elektronenaustausches bestimmt wurde [7]. Fiir r, erhalt man den Wert 
r, = 3,08 a,. Far die Integrale Jx , Jp und J, érgibt sich 


Jx = 6.66a? : Je = 3,24a2, ix => 3,02a2. (46) 
Den Wert von R in der Gleichgewichtslage erhalt man als Wurzel der 
Gleichung 
dU 
") te 0. (47) 
Diese Gleichung ist vom dritten Grad und liefert fiir Ry den Wert 


R, = 4,80, = 2,54A. (48) 
Fir die Gitterenergie in der Gleichgewichtslage ergibt sich 


U, = —0,1956 = == 5.340. (49) 
0 - 


Mit dem empirischen Wert der lIonisierungsenergie 
J = 4,34eV 
folgt fir die Sublimationsenergie 
S= | U,|— J = 1,00eV. 
Die entsprechenden empirischen Werte sind [8] 
R, = 4,880, = 2,58 A, U, = —5,47eV, S = 1,15eV. 


Wie zu sehen ist, stimmen die theoretischen Werte mit diesen sehr gut iiberein. 
Die Resultate, die man mit der auf Grund des Zustatzpotentials F ent- 
wickelten Theorie erhalt, sind die folgenden [1] 


R, = 4,74e, = 251A, Oye —5.51ev; S = 1,l1eV. 


R, und U, stimmen mit den hier erhaltenen entsprechenden Werten gut iiberein, 
fir S ist die Abweichung etwas grésser, was aber verstandlich ist, wenn man 


beachtet, dass S die Differenz der rund viermal grésseren Energien |Uo| ; 


und J ist und somit eine kleine Abweichung in U, im Verhiltnis zu S stark ver- 
gréssert in Erscheinung tritt. 

Der hier auf Grund des Tasatepotedtials G hergeleitete Ausdruck der Gitter- 
energie des Kaliums ist zusammen mit dem auf Grund des Zusatzpotentials F 
hergeleiteten Ausdruck der Gitterenergie als Funktion von R in Fig. 2 dargestellt. 

Ein Vergleich des Verlaufes der Gitterenergie fir K mit dem von Cu in 
Fig. 2 zeigt, dass in der Gleichgewichtslage U(R) fiir Cu eine ganz bedeutend 
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gréssere Kriimmung besitzt als fir K, woraus die im Verhaltnis zu K bedeu- 
tend kleinere Kompressibilitat des Cu resultiert. Wir kommen hierauf in einer 
spater zu verdffentlichenden Arbeit zu sprechen. 


Zur besseren Ubersicht haben wir die Resultate fir K, sowie die Resultate 
far Cu zusammen mit den empirischen in der Tabelle 2 zusammengestellt. 
TABELLE 2. 


Theoretische und experimentelle Resultate fiir Cu und K 
Ro in 10-8 cm, die Energien in eV-Einheiten. 


en ——ee 
y T 
Ro | Uo Ss 
S avs cae 
C theoretisch | 1,38 | —10,4 oT 
empirisch 1,44 | —11,0 3,3 
- | _ 
| 
theoretisch mit G 2,54 | —5,34 1,00 
K theoretisch mit F 2,51 | —5,51 Lat 
empirisch 2.58 | —5,47 1,15 


Weitere Berechnungen fir die Alkalimetalle kénnte man noch fur das 
metallische Na durchfihren, da die Elektronen- und Potentialverteilung des 
Nat-Ions auf Grund des self-consistent field mit Beriicksichtigung des Elektronen- 
austausches bestimmt wurde. Die ohne Beriicksichtigung des Elektronen- 
‘austausches auf Grund des self-consistent field bestimmten Verteilungen fiir 
Rb* und Cs* kann man héchstwahrscheinlich auch hier zu einer genauen Berech- 
nung der wichtigsten Metallkonstanten aus ganz analogen Griinden wie bei 
den Edelmetallen nicht heranziehen. Das metalische Li ist aus den Betrachtungen 
auszuschliessen, da das Li*-Ion nur 2 Elektronen besitzt, wodurch die An- 
wendung des auf statistischen Grundlagen fussenden Zusatzpotentials G@ nicht 
mehr gerechtfertigt wird. 

Aus den in der vorliegenden Arbeit gegebenen Ausfihrungen und Resul- 
faten ist zu sehen, dass man auf Grund der mit Hilfe des Zusatzpotentials G 
entwickelten Theorie sowohl die wichtigsten Konstanten und Eigenschaften 
der Edelmetalle als der Alkalimetalle und voraussichtlich auch der Erdalkali- 


metalle bestimmen kann. 
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O TEOPHH BJIATOPOQHBIX METAJIJIOB H WEJOUHbIX METAJIJIOB 
ll. Tom6am 


ABTOp TIpHMeHHeT HOBYIO CTaTHCTHYeCKylO opMyNHpOBKy NpHHUHMa 3anoHer A 
aTOMOB B NlepBylo ovepesb K OaroposHHIM MeTasiam. MexkAy NpoyHM NpOH3sBOAMT BHIYHCIIEHHA 
C M€{bNO, Pe3yJIbTATH KOTOPHX XOpoulo COBNasaloT C ONHITOM. Jlanee noKa3hBaeT, 4TO HCXOAA 
H3 HOBLIX OCHOB MO2KHO Pa3SBHBaTb H TeOPHlO Me NO“HBIX MeTaJIIIOB ; IpHMeHeHHe TeOpHH K 
KaJIHl0 TpaKkTHY¥eCKH TPHBOANT K TaKHM KE pe3yJIbTaTaM KaK pe3yJbTaTH, MOMyYeHHbe Ha 
ocHOBe OAHOH MpexHei @opMyAMpOBKH NPHHUWNa 3aNoHeHHA, KOTOPHe TakoKe OUeHb XOPOMO 
coBnafalwT c Mpaktukoi. 


UBER EINE THEORETISCHE BEGRUNDUNG 
DER SLATERSCHEN HALBEMPIRISCHEN 
ATOMEIGENFUNKTIONEN 


Von 
) P. GOMBAS und R. GASPAR 
PHYSIKALISCHES INSTITUT DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT, BUDAPEST 


(Eingegangen: 18. X. 1951.) 


Von Slater wurden mit Hilfe der Forderung, dass man fiir die wichtigsten atomaren 
| Konstanten, sowie Ionisierungsenergien, diamagnetische Suszeptibilitat, Réntgenterme usw. 
| mit der Erfahrung iibereinstimmende Werte erhalt, Atomeigenfunktionen von sehr einfacher 
| Form angegeben, mit denen man die wichtigsten Atomkonstanten in ausgezeichneter Uber- 
| einstimmung mit der Erfahrung berechnen kann. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist diese 
von Slater auf halbempirischem Wege gefundenen Eigenfunktionen ohne Zuhilfenahme empirischer 
oder halbempirischer Parameter theoretisch herzuleiten. Hierdurch wird zugleich das Variations- 
verfahren zur Bestimmung von Eigenfunktionen auch auf schwere Atome ausgedehnt, das 
bisher wegen mathematischer Schwierigkeiten nicht moglich war. 


Eines der wichtigs*en Probleme der Physik der Atomhiille ist die Be- 
stimmung der Eigenfunktionen. Zur Zeit besitzt man im wesentlichen zwei 
Naherungsmethoden zur Lésung dieses Problems und zwar die Variations- 
methode und die Methode des self-consistent field von Hartree bzw. von Hartree- 
Fock!. Die Variationsmethode ist wegen der grossen Zahl der Orthogona- 
lisierungsbedingungen bzw. wegen der durch diese bedingten mathematischen 
Schwierigkeiten nur auf leichtere Atome anwendbar. Die Hartreesche und 
Hartree-Focksche Methode erfordert eine enorme Rechenarbeit, die nur mit 
entsprechenden Maschinen bewaltigt werden kann. Diese Schwierigkeiten ver- 
suchte Slater zu umgehen [1], indem er den radialen Anteil der Einelektron- 
eigenfunktionen der Atome in der Form 


pe er * 
R= Are Fy eee, (1) 


ansetzte, wo 4 eine Normierungskonstante, r die Entfernung vom Kern, n* 
eine effektive Hauptquantenzahl, Z die Ordnungszahl des Atoms, s eine Abschir- 
mungskonstante und a, den kleinsten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnet. 
Die Werte von n* und s sind so bestimmt, dass fur die leichtesten Atome von 
He bis Ne die Eigenfunktionen mit den mit Hilfe der Variationsmethode 
erhaltenen Eigenfunktionen moglichst gut iihereinstimmen und fur die schwere- 

1 Beziiglich der Variationsmethode und der Methode des self-consistent field vgl. man 


2. B. P. Gombas, Theorie und Lésungsmethoden des Mehrteilchenproblems der Wellenmechanik, 
Birkhauser, Basel, 1950; hier befinden sich auch weitere ausfiihrliche Literaturanga ben. 
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ren Atome die wichtigsten Atomkonstanten wie z. B. Réntgenterme, Lonisierungs- 
energien, diamagnetische Suszeptibilitat im Einklang mit der Erfahrung wieder- 
gegeben werden. Die Bestimmung der effektiven Quantenzahl n* und der 
Abschirmungskonstante s geschieht bei Slater folgendermassen. 


Fir n* sind folgende Werte zu setzen 


wahre Hauptquantenzahl he Ea Dey Bey Ae See GO 
effektive Hauptquantenzahl n* Vg Zeg, Dh bole 460 acc 


Zur Bestimmung der Abschirmungskonstante s sind die Elektronen in 


folgende Gruppen einzuteilen 
(1s), (2s, 2p), (3s, 3p), (3d), (4s, 4p), (4d, 4f), (5s, Sp),... 


es werden also jeweils die zu derselben Hauptquantenzahl gehérenden s- und 
p- Elektronen zu einer Gruppe zusammengefasst, wahrend die zur derselben 
Hauptquantenzahl gehérenden d-, f-,... Elektronen eine andere Gruppe 
bilden. Es wird angenommen, dass die Elektronengruppen vom Inneren des 
Atoms nach aussen hin in der angegebenen Reihenfolge aufeinander folgen. 
Far die Wahl der Abschirmungskonstante eines Quantenzustandes gelten nun 
nach Slater folgende drei Regeln : 


1. Alle Elektronengruppen ausserhalb der in Betracht gezogenen tragen | 


zur Abschirmungszahl nichts bei. 


2. Jedes Elektron der Gruppe des in Betracht gezogenen Elektrons tragt | 


zur Abschirmungszahl 0,35 bei, mit Ausnahme der (1s)-Gruppe, wo der Bei- 
trag 0,30 ist. 

3. Falls das in Betracht gezogene Elektron einer (s, p)- Gruppe angehért, 
so tragt jedes Elektron einer inneren Gruppe mit einer um 1 kleineren Haupt- 
quantenzahl zur Abschirmungszahl 0,85 und jedes Elektron noch weiter innen 
befindlicher Gruppen 1,00 bei. Wenn das in Frage stehende Elektron einer 
(d, f)-Gruppe angehért, so liefern alle Elektronen weiter innen befindlicher 
Gruppen zur Abschirmungszahl den Beitrag 1,00. 

Die Slaterschen Eigenfunktionen vom Typ (1) kann man mit dem iiblichen 
Variationsverfahren durch die einfache Minimisierung der mit diesen Eigen- 
funktionen gebildeten Schriédingerschen Energie nicht bestimmen, denn die 
Slaterschen Eigenfunktionen der zur gleichen Nebenquantenzahl aber ver- 
schiedenen MHauptquantenzahlen gehérenden Zustande sind aufeinander 


nicht orthogonal, demzufoige die Elektronen in den energetisch héher lie- 


genden Zustanden in die tiefer liegenden Zustande hinabstiirzen wiirden. 

Unser Ziel ist nun mit Hilfe der von einem der Verfasser (P. Gombés)) 
in einer der vorangehenden Arbeiten[2] hergeleiteten statistischen Formulierung 
des Besetzungsverbotes der von den Elektronen vollbesetzten Elektronen- 
zustinde die Slaterschen Kigenfunktionen herzuleiten und zugleich zu zeigen, 
wie man das Variationsverfahren zur Bestimmung der Eigenfunktionen auf 


’ 
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schwere Atome ausdehnen kann, das bisher nicht méglich war. In der zitierten 
Arbeit wurde gezeigt, dass man dieses Besetzungsverbot fir ein Elektron mit 
der Nebenquantenzahl | durch ein Abstossungspotential von der Form 


172 Q : 1 1 
Gp = — se wr Pi - Feo 


(2) 
in Betracht ziehen kann, wo e die positive Elementarladung und D, die radiale 
Dichte aller Elektronen des Atoms mit der Nebenquantenzahl | bezeichnet, 
die energetisch tiefer liegende Zustande besetzen, als das in Frage stehende 
Elektron. Es ist also z. B. im Falle des 4s-Elektrons im Kr-Atom oder Rbt-Ion 
D, die radiale Dichte der zwei ls, der zwei 2s und zwei 3s-Elektronen. Fir die 
Is-,2 p-,3d-,4f-,..- Zustande ist fiir jedes Atom und Ion G, = 0, man vel. 
hierzu die zitierte Arbeit. 

Durch Heranziehen dieses Zusatzpotentials kann man beziiglich der 
Orthogonalisierung- der Eigenfunktionen so verfahren, als ob die Elektronen, 
welche die energetisch tieferen Zustande besetzen, gar nicht existierten ; man 
wird jeder Orthogonalitatsforderung auf die Eigenfunktionen der energetisch 
tiefer liegenden Zustande enthoben und hat in dem mit dem Zusatzpotential 
erganzten elektrostatischen Potential den absolut tiefsten Energiezustand 
zu bestimmen. Demzufolge besitzen die so bestimmten Eigenfunktionen keine 
Knoten, sie sind also von der Form (1). 

Den Energieausdruck des Atoms erhilt man also sehr einfach in der Weise, 
dass man den Schrédingerschen Energieausdruck mit der Energie erganzt, die 
daraus resultiert, dass auf die Elektronen neben dem elektrostatischen Potential 
noch das Zusatzpotential G, wirkt. Wenn man vom Elektronenaustausch 
absieht, d.h. die auf 1 normierte Eigenfunktion des Atoms als einfaches Produkt 
der Eigenfunktionen ; der Einelektronzustande ansetzt, so ergibt sich fiir die 
Energie E des Atoms. 


. Ly? | py (e) |? | pale) |? 
34 ies vi walt) ; 
E=S [or omnoets 2 sport eee 


t=1 N (3) 
= f 56, Oly Oe av. 


Hier ist H, der Operator 


H,=->¢ ao Aj— =n (4) 


wo A, den in den Koordinaten des i-ten Elektrons ausgedriickten Laplace- 
Operator und r; die Entfernung des i-ten Elektrons vom Kern bezeichnet. 
Der Index i neben G, steht hier nur zur Unterscheidung dieses Potentials fiir 
_ die einzelnen Elektronenzustande ; dieser Unterschied kommt darin zum 
 Ausdruck, dass fiir die verschiedenen Elektronenzustinde D, verschieden ist. 


320 P. GOMBAS und R. GASPAR 


t bedeutet den Ortsvektor, N die Anzahl der Elektronen im Atom. Der Strich 
neben der zweiten Summe soll andeuten, dass die Glieder mit j == k in der 
Summe zu streichen sind. 

Unser Ziel ist nun- die Einelektroneigenfunktionen aus der Minimums- 
forderung von FE zu bestimmen, wobei wir den radialen Anteil von ; in der 
Form (1) ansetzen; der winkelabhangige Anteil von ; ist die entsprechende 
Kugelflachenfunktion. Nach Durchfiihrung der Integration erhalt man EF als 
Funktion der effektiven Hauptquantenzahl n* und der Abschirmungskonstanten s. 
Wir kénnen nun so vorgehen, dass wir fiir n* fixe Werte einsetzen und die 
Abschirmungskonstanten oder die Werte (Z—s)/(n*a,) als Variationsparameter 
betrachten. 

Die ganzzahligen Slaterschen Werte fir n* wollen wir beibehalten, die 
nicht-ganzzahligen n*-Werte 3,7 und 4,2 miissen wir aber abandern, denn das 
Variationsverfahren zur Bestimmung der s-Werte kann man nur mit ganz- oder 
halhzahligen n*-Werten durchfiihren. Fir die nicht-ganzzahligen n*-Werte 
setzen wir die zu diesen am nachsten stehende halbe Zahl. Wir setzen also 


wahre Hauptquantenzahl jf whereas | 2 Stig Fea 6 
effektive Quantenzahl te = | 2 3 3,5 4,0 4,5. 


Wahrend man im Falle der in Ubereinstimmung mit Slater gewahlten 
ganzzahligen n*-Werte fiir den Parameter s Werte erwarten kann, die mit den 
Slaterschen tiberreinstimmen, ist dies bei den nicht-ganzzahligen n*-Werten 
nicht der Fall. Man kann aber auch fir die nicht-ganzzahligen n*-Werte 
erwarten, dass man zu s-Werten gelangt, mit denen die Eigenfunktionen prak- 
tisch denselben Verlauf zeigen, wie mit den Slaterschen n*- und s-Werten. 

Wir haben die Berechnungen fir den Grundzustand der Atome Ne, Ar, 
Kr und fiir den Grundzustand des Rb*-Ions durchgefihrt. Diese besitzen 
im Grundzustand die folgende Elektronenverteilung 7 


Ne, Z= 10; (Us)?, (2s)? (2p) 

Ar, Z= 18, (1s)?, (2s)?, (2p)®, (3s)?, (3p)8, 

Kr, Z = 36, (1s)?, (2s)?, (2p)®, (3s)?, (3p)®, (3d), (4s)?, (4p)$, 

Rb*, Z = 37, (1s)?, (2s)?, (2p)8, (3s)2, (3p)8, (3d)29, (4s)?, (4p). 

Den auf 1 normierten radialen Anteil der Eigenfunktionen der Slaterschen 
Elektronengruppen haben wir gemass den weiter oben Gesagten in folgender 
Form angesetzt 

(2n* +1)/2 
Ry Osea e a 1/2 PCROE.. (5) 
[4a (2n*)!] 
wo fiir n* die weiter oben angegebenen Werte zu setzen sind und a; einen Varia- 
tionsparameter bezeichnét, der fiir die (1s), (2s, 2p), (3s, 3p), (3d), (4s, 4p) Elektro- 
nengruppen als verschieden angesetzt wurde, d. h. dass die Parameterwerte 
der einzelnen Gruppen von einander unabhangig variiert wurden. 


—_ 
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Fiir die von r und von den Winkeln abhangige Eigenfunktion der einzelnen 
Elektronenzustande haben wir also 


yp, = Rr as Vin? (6) 


wo Yin, die Kugelflachenfunktion in der iiblichen Bezeichnung bedeutet. 
Nach Einsetzen dieser yp; in den Energieausdruck (3) ergibt sich die 
Energie des Atoms E nach Durchfiihrung elementarer Integrationen als Funktion 
der Variationsparameter 4; 
E = E(ay, a .. +) &n)- (7) 
Die Parameter a; sind aus der Minimumsforderung der Energie, d. h. 


aus dem Gleichungssystem 


OE OE OE 
——-=0, =Kk eRe = 0 (8) 
da, Ode Oan 

zu bestimmen. Wenn wir die so bestimmten Parameter Me I, 7 ects a. 


bezeichnen, so erhalt man fiir das Minimum der Energie, d. h. fir die Energie 
des Atoms im vorgegebenen Quantenzustand 
Fy (sa toi ah cin hint (9) 
Unsere Resultate fir Ne, Ar, Kr, Rb* sind zusammen mit den entsprechen- 
dien Slaterschen Resultaten in der Tabelle 1 dargestellt. Hierbei ist zu bemerken, 
dass unser Parameter a; mit dem Slaterschen Parameter s in folgender Weise 
zusammenhanet 


pepe (10) 


TABELLE 1. 


Vergleich unserer Resultate mit den Resultaten von Slater 
a; in’ 1/a)-Einheiten 


a! ; 
Hier berechnet ........--- 9,73 2,80 
Ne 
SIneE Se. c Be de stenoses 9,7 2,925 
17,78 6,66 2,39 
L7,7 6,925 2,25 
Hier berechnet ......----- 35,80 15,55 1,29 6,35 
ACCS) Ae ees TOC 35,7 15,925 4,95 


16,09 


Hier berechnet ...-...---- 


Rb+ 
LALOR cies aeieueicta sie ayy ote 
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Wie aus der Tabelle zu sehen ist, stimmen die von uns berechneten a?. 


Werte mit den Slaterschen im allgemeinen sehr gut iiberein, gréssere Abweichun- 
gen ergeben sich nur bei den aj-Werten, d. h. bei der (3d)-Elektronengruppe- 
Es ist sehr leicht méglich, dass in diesem Falle der Slatersche a{-Wert nicht 
geniigend genau ist. 

Zum Vergleich haben wir in den Figuren 1, 2, 3 und ‘4 fur Ne, Ar, Kr 
und Rb* die mit den hier erhaltenen Eigenfunktionen berechnete radiale 
Elektronendichte 


* 
D=4nr? Riva; (11). 
i=l 

mit der enstprechenden Slaterschen graphisch dargestellt. Zum weiteren Ver- 
gleich ist in diesen Figuren auch die mit der Methode des self-consistent field 
berechnete radiale Elektronendichte eingezeichnet [3]. Eine Ausnahme bildet 
nur das Kr-Atom, fiir das keine Hartreesche Tabellen vorliegen. Bei dem Ver- — 
gleich mit der Verteilung des self-consistent field ist darauf zu achten, dass man | 
zum Vergleich diejenigen Verteilungen heranzieht, die ohne Elektronenaustausch 
berechnet wurden, da dasselbe auch fiir unsere Verteilungen zutrifft. Fir Ar | 
und Rb* war es tatsachlich méglich die Auswahl dementsprechend zu treffen. | 
Fir Ne mussten wir jedoch eine Verteilung des self-consistent field heranziehen, 
’ 

4 


die mit dem Elektronenaustausch korrigiert ist, da eine self-consistent-field- 
Verteilung ohne Austauschkorrektion fir dieses Atom nicht vorliegt. Die Aus- 
tauschkorrektion fallt jedoch hier nicht stark ins Gewicht. Wie man aus den : 
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[— 
Fig. 1. Radiale Elektronenverteilung im Ne-Atom r in a )-Einheiten, D in 1/a)-Einheiten 
hier berechnet, —-—- nach Slater,  — ...... self-consistent field 


UBER EINE THEORETISCHE BEGRUNDUNG DER SLATERSCHEN HALBEMPIRISOHEN ATOMEIGENFUNKTIONEN 323 


Mee 
4} 
ae eet 
NRG 


Fig. 2. Radiale Elektronenverteilung im Ar-Atom r in a)-Einheiten, D in 1/a)-Einheiten. 


hier berechnet, —~*—- nach Slater, «ws ss self-consistent field 
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Fig. 3. Radiale Elektronenverteilung im Kr-Atom r in | Oy-Einheiten, D in 1/a)-Einheiten. 
— hier berechnet, —-—+» nach Slater. 


324 FP. GOMBAS und R. GASPAR; UBER DIE SLATERSCHEN FIGENFUNKTIONEN 


ie 


Fig. 4. Radiale Elektronenverteilung im Rb+-Ion r in a,-Einheiten, D in 1/a)-Einheiten. 
— hier berechnet, —-+—- nach Slater, ~~ ...:.- self-consistent field. 


Figuren sieht, ist die Ubereinstimmung der von uns berechneten Dichtever- 
teilung mit der Dichteverteilung des self-consistent field und der Slaterschen 
Dichteverteilung sehr befriedigend. 
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O TEOPETHYECKOM OBOCHOBAHHH MOJIY3MNEPHUECKHX, 
ATOMHBIX COBCTBEHHbIX ®YHKUMK CJIATEPA 


ll. Tom6am un P. Tamnap 


Hcxofs H3 TpeO6oRaHHA, YTOOb AA ATOMHHIX NMOCTOAHHNX, TO CCTb (JIA HOHHSANHOHHBIY 
9HeprHi, AWaMarHHTHCH BOCNPHHMYHBOCTH, PeHTTeHOBCKHX TePMOB H T. A. NOJYYHJIHCh Ob 
BeJIMYHHBI, COOTRETCTBYWWIKe MpakTHKe, Cnatep coc6lm O4eHb NpocThe opMbl aTOMHHIY 
coOcTBeHHHIX yHKUHH, Mp MOMOWH KOTOPHX emaeTCA BC3MO)KHHIM HCYHCeHHe BarKHeli} 
WHX ATOMHEIX NOCTOAHHHEIX B 3AaMeYATEbHOM COOTBETCTBHH C NpakTHKoH. Llenbio Hactosmile? 
paOoTH ABAeTCA BHIBECTH TeOpeTHYeCKH CCOCTBeHHHIe yHKUHH, NonyyeHHEIe CaatTepom Tips 
NOMOMH NOAYIMNMpH4ecKoroO MeTOAAa, H3 BAPHaHOHHOTO MpHHWHNa, 6e3 SMNMPHYeECKHX HIT 
noswyeMMHpHyecKHX MapaMeTpcB. TakHM cOpascm pacnpoctpaHweMTCH BapHallHOHHBH 
MeTO ONpefeeHHA COOCTBEHHHIX @YHKUHH HW Ha TADKeNbIe ATOMBI, K YEMY JO CHX NOP, H3-3: 
MaTeMATHYeCKHX TpyfAHOcTeH, He MpescTaBAANaCbh BC3MOKHOCTb. 


LETTERS TO THE EDITOR 


UBER DIE MOHRENSTEINSCHE BERECHNUNG 
DES H, MOLEKULS 


(Received 9. V. 1951.) 


-Mohrenstein hat in seiner Arbeit »Neue Berechnung des H, Molekiils« { 1] 
einen neuen Weg zur Lésung des H,-Problems eingeschlagen. Der Verfasser 
hat das physikalische Problem auf folgende mathematische Aufgabe zuritck- 
gefubrt : 

Die Funktion 


y PAP (1) 


sei eine Lésung der Differentialgleichung 


d 
[(@—by']+@+ex—yx)y=0. (2) 
Welcher Bedingung miissen die Koeffizienten a, gentigen, damit f(x) an der 
Stelle x — —1 von rechts stetig wird, also 
lim f(x)=f(—})) (3) 
x=—1+0 


existiert. 

Mohrenstein gibt diese Beziehung im Wesentlichen in Gleichung [18 ] 
seiner zitierten Arbeit an. Er beniitzt diesen Zusammenhang richtig. ohne 
dies einwandfrei auszusprechen. 

Das Ziel gegenwartiger Arbeit ist, die erwahnte Beziehung streng zu 

- formulieren und zu beweisen. 
Wir betrachten statt (2) die etwas allgemeinere Differentialgleichung 


a [(x* ame) y'| + p(xy=0 (4) 


p(s) = Nea" (5) 


ein Polynom vom Grade m ist. (1) sei eine Lésung von (4). Aus (1) und (4) 
folgt die Rekursionsformel 


| Waa 
(v se 1) ayy = (v is 1) ay—1 a eh Orgies (6) 


(Nach Definition sei a, = 0, wenn ” <0.) 
I. Hilfssatz : 


|v a,, | = Kv", y=0,1,2,... (7) 


ij 


i 


326 __ @. FREUD 


Beweis : Es sei ¥) so gross, dass 


* 
= <(v+ 1)? — (v— 1) fs wenn p = Ve- (8) 


Hier sei 
M = Heel. (9) 


Ferner sei K so gross, dass (7) erfullt wird fir v =v9 und |ao| =K. Es 
sei nun v,>v, und (Voraussetzung!) (7) sei erfillt, wenn y=v,. Aus Glei-— 
chung (6) folgt die Abschatzung | 

| (4. + 1) ay.1| <K ce = 1 + =] 
1 
und ‘unter Beriicksichtigung der Gleichung (8): 


1 
|) 2,44 < K(v,+1)% 
Somit haben wir (7) mittels totaler Induktion geprift. 


IT. Hilfssatz : Die Koeffizienten der Potenzreihe (1) geniigen der scharferen 
Abschatzung 


a a 
a5, = S- + b,,5 4,1 = ry + 62,1 ae (10) 
wobei 
(eee Pi, 2 se (11). 
vy Io ; 


und WN von v unabhagig ist. 


Beweis: Es sei v > 2m, dann wird wegen k =m und (7) |a,_,_ ,| < : 


ee 2K : 


. Aus (6) folgt 


V2KM L 


[Oye Aoi e. | = (12) 


Damit werden die unendlichen Reihen 


v=1 


oc 
ey [ 2va,, — (2v — 2) ay_¢| =a, und 


S[@»—1) a, —@—3)a,_2] = «, (13) 


pel 


absolut konvergent. Wenn wir die Summation beim Glied na,—(n—2) a,» 
abbrechen, dann wird die Summe der heriicksichtigten Glieder gleich na,, 


sz 
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und der Rest wird nach (12) kleiner sein als 


Damit haben wir (10) und (11) gepriift. Es genigt namlich, dass wir N so 
gross wahlen, dass erstens N>2L, zweitens, dass (11) far v = Wee AeA ti 
erfullt wird. 


Aus (1), (10), (11) folgt 


co xen co ,2n—1 ~ 
== — ar 7 v 
yi les an =e Pas ae | + a T= b,x (14) 


Wegen der Abschatzung (11) ist die Funktion 


=) 
p(x) = 4 + > hyn” (15 
p=l 


+ 


im abgeschlossenem Intervall [—l, +1] stetig, da die Reihe an der rechten 


Seite nach (11) in diesem Intervalle gleichmassig konvergiert. 
Somit erhalten wir aus (14) und (15): 


Oy — Ao 


log (1 +x) + p(x), (16) 


V(x) stetig tm Intervall —-1 <x <-+1. 


— 


Hieraus folgt sogleich, dass die notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Existenz des Limes lim f(x) lautet: 


x ==—1+40 
Oo = Oy 
; das heisst, lim, 2n a, = lim (2n — 1) @,,-4 - 


Die Asymptotik der Lésung in der Umgebung der singularen Stellen 
der Bestimmtheit + 1 und — 1 folgt auch aus der allgemeinen Theorie linearer 
Differentialgleichungen. Unsere Betrachtungen haben den Vorteil elementaren 
charakters, und behaupten etwas mehr, naimlich die absolute Konvergenz 
der Reihe (15) fiir | x| — 1 mit der Beschreibung einer numerisch durchfihr- 
baren Abschatzung des Restgliedes. 


Nachtréglicher Zusatz (4. LX. 1951) : 


(Uber Herrn Preuss’s Bemerkung und Herrn Mohrensteins Erwiderung [2].) 
Herr Preuss zeigte, dass mit einem Ansatz, der den Mohrensteinschen Rand- 
bedingungen geniigt, fiir den Energieausdruck 

({p Hp dr, dre 


\\ wp dt, dt. 


ein tieferer Wert erreicht werden kann, als der von Mohrenstein angegebe.te. 
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Meine Ergebnisse sichern die Exaktheit des Zusammenhanges zwischen @ und 
y, die aus Gleichung (18)! erhalten wird. Die zahlenmassige Ungenauigkeit 
in der Lésung der Differentialgleichungen (7)! rihrt also wahrscheinlich ent- 
weder von der Naherung (19)! oder von dem Ansatz (20)2 und dessen Behand- 
lung nach (21)! her. 


G. FREUD 


Physikalisches Institut 
der Technischen Universitat 
Budapest. 
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1 Diese Gleichungen sind wie in der Mohrensteinschen Arbeit [1] numeriert. 
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§ 1. Einleitung und Zusammenfassung 


Die Anwendung statistischer Ansatze zur Erklarung der Eigenschaften 
und Gesetzmassigkeiten der Atomkerne reicht ziemlich weit zuriick. Als erster 
versuchte Majorana’* die statistische Theorie auf die Atomkerne anzuwenden, 
wobei aber nur einige qualitative — allerdings wesentliche — Resultate erzielt 
wurden. Die wichtigsten Grundlagen zur Weiterentwicklung der statistischen 
Kerntheorie wurden einerseits von Heisenberg? durch die explicite Berechnung 
der Austauschenergie fiir verschiedene Anziehungspotentiale und anderseits 
von Weizsicker? durch die Einfihrung der kinetischen Energiekorrektion, 
der sogennanten Inhomogenitatskorrektion gegeben. Die weiteren Berechnun- 
gen‘ erfolgten dann auf diesen Grundlagen, wobei als Anziehungsenergie zwischen 
zwei Nucleonen meistens die Ansatze von der Form —ye—‘ij' und —ye~‘ riy'To)* 
zugrunde gelegt wurden, wo Ti; die gegenseitige Ltfernung der beiden Nucleo- 
nen ist und y sowie rp Konstante bezeichnen. Mit Ausnahme der zitierten Arbeit 
von Fliigge hat man diese Berechnungen mit sehr vereinfachenden Annahmen 
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durchgefiihrt, indem man fiir die Dichteverteilung der Nucleonen einen stark 
vereinfachten Ausdruck benutzte, oder aber die Dichte bei Vernachlassigung 
der Inhomogenitatskorrektion als vollkommen konstant ansetzte. In dieser 
Beziehung bedeutet die schon erwahnte Arbeit von Fiiigge einen Fortschritt, 
indem in dieser fiir die Dichteverteilung keinerlei vereinfachende Annahmen 
gemacht wurden, sondern der Dichteverlauf und die Kernenergie fiir die leichten 
Kerne bis Si?* mit dem Ritzschen Verfahren ermittelt wurden. Allen diesen 
Berechnungen ist gemein, dass man mit diesen die Energie der Kerne nur in 
der Weise darstellen kann, dass sich je nach der Wahl der frei verfiigbaren 
Parameter entweder fiir die leichten, oder fiir die schweren Kerne merkliche 
Abweichungen vom empirischen Befund ergeben. So ergibt sich z. B. bei Fiiigge, 
wo die Wahl der frei verfiigbaren Parameter auf die ganz leichten Kerne abge- 
stimmt ist, schon beim schwersten von Fliigge behandelten Kern, Si**, eine 
Abweichung der Energie von der empirischen um 12%. Eine Ausnahme bilden 
natiirlich diejenigen Berechnungen, bei denen das Ziel di Auffindung einer mit 
der Erfahrung méglichst gut tibereinstimmenden Formel ist, die drei, vier oder 
mehr empirische Parameter enthalt ; mit einer solchen Formel kann man natur- 
lich die empirischen Resultate von den leichtesten bis zu den sch wersten Kernen 
in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit der Erfahrung darstellen®. Dies 
ist aber mehr eine formelmassige Beschreibung des empirischen Befundes, 
nicht aber eine Zuriickfihrung der empirischen Tatsachen auf allgemeine 
Grundgesetze, demzufolge diese Berechnungen von diesem Gesichtspunkt aus 
betrachtet von geringerem Interesse sind, womit natiirlich der grosse heuristische- 
Wert dieser Verfahren nicht in Abrede gestellt werden soll. 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Bindungsenergie der Kerne, sowie 
die Lage der stabilen Isobare auf Grund der statistischen Theorie und der 
Annahme eines skalaren Yukawaschen Anziehungspotentials zwischen den 
Nucleonen aus dem allgemeinen Prinzip der Minimumsforderung der Energie 
mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens ohne jegliche wilikiirlichen Annahmen zu 
berechnen. Hierbei wird zwischen Neutronen-Protonen, Neutronen-Neutronen 
und Protonen-Protonen der nur von der gegenseitigen Entfernung der Teilchen 
abhangige Anteil der Wechselwirkungsenergie als gleich vorausgesetzt. Im Aus- 
druck der Wechselwirkungsenergie zweier Nucleonen wird nur eine Konstante 
als frei verfiigbarer Parameter betrachtet, der den einzigen frei verfiigbaren 
Parameter in der ganzen Theorie darstellt. Es wird gezeigt, dass man durch 
eine entsprechende Wahl dieses einen Parameters fir die Bindungsenergie der 
Kerne Resultate erhalt, die von den leichtesten Kernen bis zu den schwersten 
sehr gut mit der Erfahrung iibereinstimmen. Die Abweichungen von den empi- 
rischen Werten liegen abgesehen von den ganz leichten Kernen innerhalb 7% 3; 
fir die sehr leichten Kerne,deren Bindungsenergie als Funktion der Teilchen- 
zahl keinen monotonen Verlauf zeigt, kann natiirlich die statistische Theorie 
nur einen Mittelwert der stark schwankenden empirischen Werte liefern, was. 


y 
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durch die statistische Theorie auch tatsachlich geleistet wird. Die Lage der 
stabilen Isobare wird ebenfalls in sehr befriedigender Weise dargestellt. 


Dass die hier entwickelte statistische Theorie, deren Anwendungsgebiet 
ihrem Charakter nach doch in erster Linie die Kerne mit grosser Teilchenzahl 
ist, auch fiir leichte Kerne so gute Resultate liefert, ist dem Umstand zuzuschrei- 
ben, dass wir zwei Korrektionen einfihrten, und zwar brachten wir eine Korrek- 
tion an der Austausch-Wechselwirkungsenergie der Nucleonen an, wodurch die 
aus dem Selbstaustausch der Teilchen resultierende Energie ausgeschaltet wird, 
weiterhin haben wir auch fiir die kinetische Energie eine Korrektion eingefuhrt, 
wodurch die statistische kinetische Energie fir den Kern He* und fiir leichtere 
Kerne in den exakten wellenmachanischen Ausdruck tibergeht. Durch diese 
Korrektionen wird erreicht, dass der statistische Ausdruck der Gesamtenergie 
der leichten Kerne den wellenmechanischen gut approximiert und einen guten 
Mittelwert der empirischen Resultate liefert. 


Die statistische Theorie des Atomkerns griindet sich im wesentlichen auf 
das Verhalten eines Nucleonengases am absoluten Nullpunkt der Temperatur 
und auf die Wechselwirkung der Nucleonen. Wir befassen uns daher im folgenden 
zunachst mit den allgemeinen Grundlagen der statistischen Behandlungsweise 
eines freien Nucleonengases und im Anschluss hieran mit der kinetischen Energie 
eines freien Nucleonengases. Danach folgen die allgemeinen Grundlagen der 
Wechselwirkung von Nucleonen und die statistische Berechnung der Wechsel- 
wirkungsenergien. Auf diesen Grundlagen wird dann das statistische Kernmodell 
mit Hilfe des Variationsverfahrens entwickelt, und die Energie sowie die Dichte- 
verteilung der Nucleonen von den leichtesten bis zu den schwersten Kernen, 
sowie die Energie einiger Isobare berechnet. 


§ 2. Grundlagen der statistischen Behandlungsweise eines freien Nucleonengases 


Im statistischen Modell des Atomkerns werden die Nucleonen als ein 
Nucleonengas am absoluten Nullpunkt der Temperatur betrachtet und statis- 
tisch behandelt. Die statistische Theorie eines Neutronen- oder Protonengases 
griindet sich auf die Statistik von Fermi und Dirac, die auf der Nichtunter- 
scheidbarkeit der Teilchen und auf dem Pauli-Prinzip beruht. Das Pauli-Prinzip 
besagt: bekanntlich, dass in einem, vollstandig gequantelten System jeder Quan- 
tenzustand héchstens von einem Teilchen besetzt werden kann. Der Quanten- 
gustand ist hierbei durch den Zustand der Bahnbewegung und das Vorzeichen 
des Spins definiert. Die Briicke zwischen Quantentheorie und Statistik wird 
durch den bekannten Satz gegeben, dass auf das Volumen h’ des Phasenraumes 
bei Beriicksichtigung des Spins 2 Neutronen-Quantenzustande mit antiparalle- 
lem Spin und 2 Protonen-Quantenzustande ebenfalls mit antiparallelem Spin 
entfallen ; wobei h die Planksche Konstante bezeichnet. Eine Zelle vom Volumen 
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h? des Phasenraumes kann also héchstens durch die Bildpunkte von 2 Neutronen 
und 2 Protonen besetzt werden. 

Wir befassen uns im folgenden mit einem freien Nucleonengas von Q,, 
Neutronen und Q, Protonen, die sich im Volumen Q befinden, von dessen Wanden 
wir annehmen, dass sie fiir Nucleonen undurchlassig sind. Das Nucleonengas 
betrachten wir, wie gesagt, als frei, d. h. wir nehmen an, dass in Q ein konstantes 
Potential herrscht, das wir gleich 0 setzen kénnen. Wir kénnen uns hier auf 
sehr tiefe Temperaturen, d. h. auf den Fall beschranken, dass die Teilchen die 
méglichst tiefsten Energieniveaus besetzen. Bei sehr tiefen Temperaturen 
entstehen grosse Vereinfachungen, da in diesem Fall die Fermi-Diracsche 
Statistik nur durch die Bedingung zur Anwendung gelangt, dass eine Elementar- 
zelle vom Volumen h® héchstens durch die Bildpunkte zweier Neutronen und 
zweier Protonen besetzt werden kann. 


Die energetisch tiefsten Energieniveaus kénnen wir folgendermassen 
beschreiben. Nach unseren Annahmen ist der Raum, in dem sich die Nucleonen 
befinden, potentialfrei, die Energie eines Nucleons ist daher eine rein kinetische, 
fiir die sich 

Pp’ 
“= —— (1) 
2M 
ergibt, wo p den Betrag des Impulses und M die Masse des Nucleons bezeichnet ; 
M kann hier fiir Neutronen und Protonen als gleich gross angenommen und 
mit dem Mittelwert der Neutronen- und Protonenmasse gleichgesetzt werden. 
u ist also eine Funktion von p und hangt vom Ort nicht ab. Man kann sich daher 
auf den Impulsraum beschranken. 


Wir befassen uns zunachst mit den Neutronen, fiir Protonen verlauft 
dann alles ganz analog. Wegen der Kriftefreiheit des Raumes sind alle Bewe- 
gungsrichtungen der Neutronen gleichberechtigt ; da ausserdem die Energie 
der Neutronen nur vom Betrag p des Impulses abhangt, von der Impulsrichtung 
aber unabhangig ist, sind die energetisch tiefsten Quantenzustande in einer 
Kugel des Impulsraumes enthalten, deren Zentrum der Origo des Impulsraumes 
ist und deren Radius pyn den Betrag des maximalen Impulses der Neutronen 
darstellt. Jeder. dieser energetisch tiefsten Quantenzustande ist am absoluten 
Nullpunkt der Temperatur maximal mit einem Neutron besetzt, alle Quanten- 
zustande ausserhalb der Kugel sind leer. 

Die Bestimmung von p,, kann folgendermassen geschehen. Das Volumen 
der Impulskugel ist 42pj,n/3. Den Neutronen im Volumen Q entspricht also das 
Phasenraumvolumen Q42py,/3. Die Anzahl der Quantenzustande erhalt 
man durch Division mit h*/2. Da jeder dieser Quantenznstande 1 Neutron 
enthalt, folgt 


Aatpin n@ 
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Hieraus ergibt sich fir Pun 


1/3\" 
Ppn= 2 (=| hon» (3) 
wo Q 
EL l= (4) 


die Dichte des Neutronengases bezeichnet. 

Fir Protonen gilt alles in ganz entsprechender Weise. Wenn wir den 
Betrag des maximalen Impulses der Protonen mit pyp bezeichnen, so besteht 
der Zusammenhang 


1/3)" 
Pur =3(_| ho, > (5) 
wo Q 
2-9 (6) 


die Dichte des Protonengases bedeutet. 


§ 3. Die kinetische Energie des Nucleonengases 


Wir gehen nun zur Berechnung der kinetischen Energie eines Nucleonen- 
gases iiber und befassen uns zundchst mit dem schon im vorangehenden Para- 
graphen beschriebenen freien Nucleonengas, das sich im Volumen Q befindet 
und aus Q, Neutronen und Q, Protonen besteht. Wir ziehen zunachst das 
Neutronengas in Betracht. Solange man die Neutronen als vollkommen frei 
betrachten kann, ist die kinetische Energie des Neutrongases Ux die sogenannte 
Fermische kinetische Energie, die man durch den Ausdruck 


Uk =fudn (7) 


darstellen kann‘, wo wir u als eine Funktion von p auffassen und dementspre- 
chend dn die Anzahl der Neutronen-Quantenzustinde bedeutet, denen ein 
Impulsbetrag zwischen p und p + dp entspricht ; die Integration ist auf alle 
mit Neutronen besetzten Quantenzustande auszudehnen. Mit Riicksicht auf (1) 
und den Zusammenhang 


8x Q 


a Pip (8) 


dn = 


ergibt sich fiir die Fermische kinetische Energie der Neutronen 
Pun 
4nQ 4nQ 
Uk = ‘dp = ——— P*},- 9 
I sip |p Pash ay Pa (9) 


9 
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Nach Einsetzen des Ausdruckes fiir p,n aus (3) erhalt man 


UK = *xen'Q, (10) 
wo xx die Konstante . 
2/38 
Dipeewtll Sop an Bi (11) 
«40 o M | 


bezeichnet. 
Fiir das Protonengas gilt all’ dies in ganz analoger Weise, dementsprechend 
erhalt man fiir die Fermische kinetische Energie der Protonen den Ausdruck 


Uk = *xe@p Q. (12) 


Die Fermische kinetische Energie des gesamten Nucleonengases wird also 


U = Uk-+ Uk = xx (oh + 08) 2. (13) 


All’ dies gilt fiir ein ganzlich freies Nucleonengas, d. h. fiir ein Nucleonen- — 


gas mit konstanter Dichteverteilung. Es erhebt sich nun zunachst die Frage, 
wie sich die Fermische kinetische Energie fiir ein nicht freies Nucleonengas 
gestaltet? Zur Herleitung dieses Ausdruckes unterteilen wir das Volumen des 
Nucleonengases mit einem System von Scheidewanden in Teilvolumina in der 
Weise, dass sich in jedem Volumenelement dv nach viele Neutronen und Proto- 
nen befinden, und in den Volumenelementen das Potential praktisch konstant 
sei. Man kann dann die Nucleonen in den einzelnen Volumenelementen als ein 
freies Nucleonengas betrachten. Wenn wir die Neutronen- und Protonendichte 
in dv mit @, bzw. @p bezeichnen, so ergibt sich nach (10) und (12) fiir die Fer- 
mische kinetische Energie des Neutron- und Protonengases in dv der Ausdruck 
“Kor dv, bzw. “KO dv. Die Fermsiche kinetische Energie aller Neutronen bzw. 
aller Protonen erhalt man durch Integration dieser Ausdriicke tiber das ganze 
Volumen. Es wird also 


Uk= *K | at 'de, Uk= xx | ars dv. (14) 


Fiir die Fermische kinetische Energie des gesamten Nucleonengases folgt also 
der Ausdruck 


Ux = Ux + Uk = xx | (oh° + @5°) de. (15) 


Fiir ein ginzlich freies Nucleonengas, d. h. im Fall konstanter Dichtevertei- 
lungen gehen natiirlich diese Ausdriicke in die entsprechenden Ausdriicke 
(10), (12) und (13) tiber. 

Der Ausdruck (15) gibt nur dann die volle kinetische Energie des Nucleo- 
nengases, wenn die Nucleonen in den Volumenelementen dv vollkommen frei 
sind. Wenn man die Nucleonen in den Volumenelementen dv nicht als vollkom- 
men frei betrachten kann, dann hat man diesen Ausdruck noch mit der sogenann- 


, ae 
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ten Weizsackerschen Inhomogenitatskorrektion zu erganzen. Diese wurde von 
Weizsicker ausfibrlich begriindet’, worauf wir hier aber nicht naher eingehen 
wollen. Statt dessen wahlen wir hier einen sehr stark vereinfachten Weg zur 
Herleitung dieser Korrektion, der gerade wegen seiner Einfachkeit das Wesent- 
liche an der Sache sehr gut hervortreten lasst. 

Wir ziehen zunachst wieder die Neutronen in Betracht. Ohne das Pauli- 
Prinzip, also im Falle der Bose-Statistik, wiirden die Neutronen im Gleich- 
gewicht alle den energetisch méglichst tiefsten Quantenzustand besetzen. Wenn 
wir die Eigenfunktion dieses Zustandes mit bezeichnen, so ergibt sich in 
diesem Fall fiir die Dichte @, und die Schrédingersche kinetische Energie Uj} 
der .Neutronen 


Qn = Onl pl, (16) 
i= 0 idee [i rad y |? dv (17) 
J n 822M - 8 y , 
“Durch Elimination von y folgt 
2 

Uf = x, (EE OA ao, (18) 

’ Qn 

wo x, die Konstante 

my eee hs (19) 

“J 320*M 


bezeichnet ; fir M kann man auch hier einen Mittelwert der Neutron- und 
Protonmasse einsetzen. U’; ist die Weizsackersche Inhomogenitatskorrektion 
_ fir Neutronen. 
Auf ganz 4hnliche Weise erhalt man fir die Inhomogenitatskorrektion 
_ der Protonen 


Ue 93 (grad eel dv. (20) 
. p 


Die Inhomogenitatskorrektion des gesamten Nucleonengases wird also 
U,; = Uj; + U7. (21) 


Wie zu sehen ist, verschwindet U, fiir eine konstante Nucleonenverteilung. 
Wie aus der Herleitung folgt, ist Uy die kinetische Energie eines Nucleonen- 

gases, fur dessen Teilchen das Pauli-Prinzip nicht besteht. Die Beriicksichtigung 
des Pauli-Prinzips, demzufolge nicht alle Teilchen den energetisch tiefsten 
 Quantenzustand besetzen kénnen, geschieht in der Weise, dass man neben 
_ U, auch die Fermische kinetische Energie Ux in Rechnung 2u stellen hat, die 
_ eine alleinige Folge des Pauli-Prinzips ist. Durch die Energie Ux werden dann 
2 die Teilchen gemiss dem Pauli-Prinzip in die energetisch héheren Quanten- 
 gustinde gehoben. Hierbei wird die Annahme gemacht, dass grad g,, und grad Qp 
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vom Impulsvektor, d.h. vom Quantenzustand unabhangig sind. All’ dies zeigt 
sehr anschaulich die Rolle der beiden kinetischen Energieanteile. 

Bei der gleichzeitigen Beriicksichtigung der beiden kinetischen Energie- 
anteile Ux und U, begeht man jedoch einen Fehler, was man am einfachsten 
fiir den Fall von 2 Neutronen und 2 Protonen sehen kann. In diesem Fall befinden 
sich namlich sowohl die beiden Neutronen, wie die beiden Protonen im ener- 
getisch tiefsten Quantenzustand, so dass der Energieanteil U, genau die volle 
kinetische Energie der Teilchen darstellt, der Energieanteil Ux muss also in 
diesem Fall verschwinden. Dies folgt auch daraus, dass in diesem Fall das Pauli- 
Prinzip keinerlei Rolle spielt, da keine Teilchen in energetisch héhere Quanten- 
zustande zu heben sind, demzufolge der durch das Pauli-Prinzip bedingte 
Energieanteil U, verschwinden muss. Tatsachlich verschwindet jedoch U, 
nicht. Dies liegt im Wesen der statistischen Behandlungsweise, bei welcher im 
Phasenraum bzw. im Impulsraum auch von einem einzelnen Teilchen ein endli- 
ches Volumen beansprucht wird, und somit die kinetische Energie der beiden 
Teilchen im tiefsten Quantenzustand nicht nur in U, sondern auch in Uy, 
enthalten ist. Hieraus ist zugleich zu sehen, dass dieser Fehler natiirlich nicht 
nur fiir den Fall von 2 Neutronen und 2 Protonen, sondern auch fir alle anderen 
Teilchenzahlen besteht. Allerdings ist er nur fiir kleine Teilchenzahlen bedeutend, 
fiir grosse Teilchenzahlen ist er im Verhaltnis zur gesamten kinetischen Energie 
klein. 

Es fragt sich nun, wie man diesen Fehler méglichst einfach korrigieren 
kann?* Kin Weg hierzu besteht darin, dass man die Fermische kinetische Energie 
eines Teilchens im energetisch tiefsten Quantenzustand der mittleren Fermischen 
kinetischen Energie eines Teilchens gleichsetzt und diese fir die im tiefsten 
Energiezustand befindlichen beiden Neutronen und Protonen in Abzug bringt. 
Die mittlere Fermische kinetische Energie eines Neutrons und eines Protons 
ist UZ/Q, baw. U%/Qp. Die Korrektion besteht also nach unseren Annahmen 
darin, dass man die Energie 2UK/Q, + 2U%/Q, von Ux in Abzug bringt, oder 


was dasselbe ist, in(15) UX mit dem Faktork, = 1— — und Ux mit dem Fak- 


n 


tor k, = 1— — moultipliziert. Die gesamte kinetische Energie unseres Nuc- 


P 
leonengases wird also 


Ux =k,Uk +k,UX + U;. (22) 


Die Faktoren k, und kp sind fir Q, = 2 und Q, = 2 gleich Null, dem- 
zufolge in diesem Fall U, verschwindet, die Korrektion fiihrt also hier zum 
exakten Wert der kinetischen Energie. Weiterhin muss k,U auch fir Q, = 1 
und k,U% auch fiir Q, = 1 verschwinden, was durch die Korrektionsfaktoren 
nicht geleistet wird, man muss also die Zusatzvorschrift machen, dass der 
Korrektionsfaktor k, auch fiir Q, <2 und der Korrektionsfaktor k, auch fiir 
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Q, < 2 gleich 0 zu setzen ist. Die kinetische Energie ist also dann auch in diesen * 
Fallen mit dem Ausdruck U, gleich, der auch in diesen Fallen tatsachlich den 
exakten Ausdruck der kinetischen Energie darstellt. Fiir grosse Teilchenzahlen 
wird die Korrektion ungenau, was aber unwesentlich ist, da fiir grosse Teilchen- 
zahlen die Korrektion im Verhaltnis zur gesamten kinetischen Energie unbe- 
deutend wird. 


§ 4. Allgemeine Grundlagen der Berechnung der Wechselwirkung von Nucleonen 


‘Zar statistischen Berechnung der Wechselwirkungsenergie von Nucleonen 
ist es wesentlich, dass wir uns zunachst auf Grund der Wellenmechanik ganz 
allgemein mit der Berechnung der Wechselwirkung von Nucleonen befassen. 
Wir wollen annehmen, dass unser Nucleonengas wieder aus Q, Neutronen und 
Q, Protonen besteht. Zur wellenmechanischen Beschreibung des Gesamtsystems 
gehen wir von der Hartree-Fockschen Naherung aus, d. h. wir beschreiben das 
System durch Einteilcheneigenfunktionen, und zwar nehmen wir an, dass die 
Q, Eigenfunktionen der Q, Neutronenzustinde 9,, Y,, +++» Pq, und die Q, 
Eigenfanktionen der Q, Protonenzustande ¥,, y,,--- YQ, seien. Mit Riicksicht 
auf das Pauli-Prinzip kann man dann die Eigenfunktion des Gesamtsystems 
in folgender Form darstellen® 


p(qn) pi(qn) aie pilqn’) yi(qp) yi(qp) aye) pilqp?) 
wy — 1 __|oslan) plan) --- alae) | | vsCdo) vlan) --- wilde) | (oy. 


Peetciateteratelsce: © c:070, ee aL anseum 2 lM sce a eS, e708 ee ee eee eee as, 


‘wo qi, statt der raumlichen Koordinaten ti(x!, yi, zi) und der Spinkoordinate 
oi, des i-ten Neutrons sowie qj, statt der raumlichen Koordinaten 15(x‘,, yb, zp) 
und der Spinkoordinate oj, des i-ten Protons steht ; ti, und t!, bezeichnen den 
“Ortsvektor des i-ten Neutrons bzw. des i-ten Protons. Von den Einteilcheneigen- 
‘funktionen y; und y; kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit anneh- 
‘men, dass sowohl die Neutronen-Eigenfunktionen 7; unter sich, wie die Protonen- 
_ Eigenfunktionen ; unter sich orthogonal sind. Wir setzen ausserdem voraus, 
‘dass sie auch normiert sind, es ist dann auch Y normiert. 

Bei der im folgenden zu gebenden Herleitung des allgemeinen Ausdruckes 
der Wechselwirkungsenergie der Nucleonen sehen wir zunachst von der Coulomb- 
‘schen Wechselwirkung der Protonen ab und ziehen zunachst die NucJeonen- 
wechselwirkung allein in Betracht. Zur Herleitung des allgemeinen Ausdruckes 
der Wechselwirkungsenergie der Nucleonen brauchen wir einen Ansatz fiir die 
Nucleonenwechselwirkung. Dieser ist unter Beriicksichtigung der experimentellen 
Befunde zu wahlen, dass erstens diese Wechselwirkung einen Absattigungs- 

_ charakter aufweist und zweitens, dass die Kernkrafte von sehr kurzer Reich- 


338 P. GOMBAS 


-weite sind. Der ersten Tatsache kann man durch eine entsprechende Wahl des 
Mechanismus der Wechselwirkung und zwar durch Voraussetzung einer Aus- 
tauschwechselwirkung zwischen den Nucleonen (man vgl. § 6) und der zweiten 
durch einen entsprechenden Ansatz fiir das Wechselwirkungspotential der 
Nucleonen Rechnung tragen. Fiir die Wechselwirkungsenergie der Nucleonen 
machen wir zundchst den ganz allgemeinen Ansatz, dass sich diese aus der 
paarweisen Wechselwirkung je zweier Teilchen folgendermassen zusammensetzt 


Qn Qp Qn Qn Qp 
W= > > Cidain ah) +5 pe an Nislaie 8) + 5 S S Pulgivg’), (24) 

i=1 k=1 im kFi i=1 k#i 
‘wo Gj, die Wechselwirkungsenergie des i-ten Neutrons und k-ten Protons, Nix 
die Wechselwirk ungsenergie des i-ten und k-ten Neutrons und P;, die des i-ten 
und k-ten Protons bezeichnet. Die Faktoren 1/2 vor der zweiten und dritten 
Summe auf der rechten Seite stehen zur Vermeidung der doppelten Zahlung 
der Neutronen- und Protonenpaare. 

Mit dem Ausdruck (24) und der Eigenfunktion (23) erfolgt dann die Berech- / 
nung des wellenmechanischen Erwartungswertes der Wechselwirkungsenergie 
W, der Nucleonen ganz analog zur Wechselwirkungsenergie der Elektronen in 
Atomen mit mehreren Elektronen.” Man erhalt | 


Qn Qp 
Wa = SS |latanvilardGislamap)euanpalgy) den dep + 
1 a = * * ‘ / ‘ ‘ 
Lae s= (In) PK(Gn).Ni ene In) Pi(In)PKGn) AT At — 
] =. x * * ‘ ‘ ‘ / 
bo = = PQn) Pi (Gn) Nik(I ns In) PG n)PKGn) Atn At + (25), 
1% Teroga rons. Wb ‘que: : 
+5 FS f[vtcanvtanPislar-aavdanvslae) dep arp — 
Qp 9 


1 1 2 ep ; y ‘ 
9 sae S |{ vitariei apPialan-ai)vasdoda) dtp dtp, 


wo die Integration iiber T,, Tp usw. ausser einer Integration iiber die raumlichem 
Koordinaten der Neutronen und Protonen auch eine Summation itiber die 
Spinkoordinate bedeutet. Von den fiinf Doppelsummen ist die erste die gegen- 
seitige Wechselwirkungsenergie der Neutronen und der: Protonen, die zweite 
und dritte die Wechselwirkungsenergie der Neutronen und schliesslich die vierte 
und finfte die Wechselwirkungsenergie der Protonen. Es sei noch bemerkt 
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dass die dritte und fiinfte Doppelsumme die sogenannte Austauschenergie der 
Neutronen bzw. Protonen darstellt ; diese tritt nur zwischen gleichen Teilchen 
auf und resultiert aus der Determinantendarstellung der Eigenfunktion dieser 
Teilchen. 

Wie sich zeigen lasst (man vgl. hierzu § 6), kann man dem Absattigungs- 
charakter der zwischen den Nucleonen wirkenden Krafte dadurch Rechnung 
tragen, dass man fiir die Wechselwirkung der Nucleonen eine reine Austausch- 
wechselwirkung voraussetzt. Dementsprechend setzen wir fiir Gj, eine Aus- 
tauschwechselwirkung an und zwar wahlen wir fiir diese eine Wechselwirkung 
vom Majoranaschen Typ”, d. h. wir nehmen an, dass beim Platzwechsel eines 
Protons und Neutrons der Spin an der Ladung haftet. Durch den Operator 
G;, werden also nur die Ortskoordinaten des i-ten Neutrons und k-ten Protons 
vertauscht. Man hat also 


GCitQn> Ip) = J np(Tnp)IL( 1 ns tp)s (26) 


wo Ii(r,,t,) den Permutationsoperator bezeichnet, der nur die Ortskoordinaten 
des Neutrons und Protons vertauscht, die Spinkoordinaten aber unverandert 
lasst, Jnp(Tnp) ist eine nur von der gegenseitigen Entfernung rjpp= |tr—tp| des 
Neutrons und Protons abhangige gewohnliche Funktion, auf die wir spater zu 
sprechen kommen. Mit diesem Ausdruck fiir Gj, folgt 


Gikldn Ip) Pil Ene Fn) Px( Tp» p) 7 Pil Epson) Pel UneF p)I np(Tnp)- (27) 


Wenn wir den Zustand der Bahnbewegung vom Spinzustand in erster 
Naherung als unabhangig betrachten, dann kénnen wir die Eigenfunktionen 
gy; und y; als Produkte einer nur von den Ortskoordinaten und einer nur von 


‘der Spinkoordinate abhangigen Spinfunktion folgendermassen darstellen 
gi =udt)n(c), vi = w(t) 10). (28) 


Hier ist u,(t) und w,(t) der nur von den Ortskoordinaten abhangige Anteil der 
Neutronen bzw. Protoneneigenfunktion ; 7(0) bedeutet die Spinfunktion, die 
wir fiir die beiden Werte der Spinkoordinate o = + 1/2 und o = — 1/2 mit 7), 
bzw. mit 7_ bezeichnen. Mit Hilfe von (27) und (28) lasst sich die Summation 
iiber die Spinkoordinaten im ersten Integral im Ausdruck von (25) einfach 
durchfiihren und man erhilt fiir die gegenseitige Wechselwirkungsenergie des 
i-ten Neutrons und k-ten Protons 


eik = fJ Ui(Tn)WATp)Ui(Tp) WHT n)Inp(Tnp) dn dp » (29) 


wo dv, und dv, die Raumelemente in den entsprechenden Koordinatenraumen 
bezeichnen. Wie man sieht, ist ¢7? von der Form einer Austauschenergie, die 
aus der Vertauschung des Neutrons und Protons resultiert. 
Wir kommen nun auf die Neutron-Neutron und Proton-Proton Wechsel- 
_wirkung, d. h. auf die zweite bis fiinfte Doppelsumme im Ausdruck (25) zu spre- 
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chen. Fiir diese Wechselwirkung der gleichen Teilchen kann man entweder 


eine spinabhangige oder eine spinunabhangige Wechselwirkung ansetzen, wobei. 


nochmals betont sei, dass wir hier zundchst von der spinunabhangigen Coulomb- 
schen Wechselwirkung absehen. Im Falle einer spinunabhangigen Wechselwir- 
kung wiirde neben der Austauschwechselwirkungsenergie der Teilchen auch 
noch die gewéhnliche Wechselwirkungsenergie auftreten, was, bei den Atom- 
kernen zu einer ganzlich fehlgehenden Abhangigkeit der Bindungsenergie von 
der Teilchenzah] fiihren wiirde. Man muss daher fiir die Wechselwirkung gleicher 
Teilchen eine Spinabhangigkeit voraussetzen. Es erweist sich als zweckmassig 
folgenden Ansatz zu machen 


‘ 1 , 
Nik(Qn>4n) = mre Jenin) (S, S )) (30) 


, 1 
Pix(4p:9p) = lone Jpp(T pp’) (S, S’). (31) 


Hier bezeichnen gq, und q, die Koordinaten des i-ten und k-ten Neutrons und 
zwar ist in q,, g, auch die Spinkoordinate der Teilchen inbegriffen, r,,,, bezeichnet 


v \} 
die gegenseitige Entfernung der beiden Neutronen, d. h. es ist Tans = |Ti—Th |y 


schliesslich bezeichnet S baw. S’ den Paulischen Spinoperator bezogen auf die 


beiden Teilchen. Die in (31) stehenden Gréssen mit den Indices p, p’ beziehen — 


sich auf das i-te und k-te Proton und haben fiir diese eine ganz analoge Bedeutung. 


Der Faktor — 1/, wurde eingefihrt um zu erreichen, dass die Wechselwirkung | 


zwischen zwei Neutronen mit entgegengesetzter Spinrichtung sowie zwischen 
zwei Protonen mit ebenfalls entgegengesetzter Spinrichtung gleich J, bzw. 
Jpp wird. Dass dies tatsahlich erreicht wird, ist sofort zu sehen, da in diesem 
Fall S + S’ gleich Null ist und somit der Zusammenhang 


2(S,S’) =(S + S)'— S'— S*=—6 (32) | 


besteht.*? 

Zur Berechnung der Wechselwirkungsenergie gleicher Teilchen setzen 
wir die Eigenfunktion der Teilchen wieder als Produkt einer nur von den Orts- 
koordinaten abhangigen Funktion und einer Spinfunktion in der Form (28) 
voraus. Des Weiteren halber sei erwahnt, dass die Spinfunktionen den folgenden 
Beziehungen geniigen 


Sx14 = 1-.» Sxq- = N+> (33) 

SyH+ = in, Syn =—in+, (34) 

Sin+ = 1+, Sn =—7_.- (35) 
Es ist also z. B. 

(S,S’)n+(o)n+(0') = 0+(7)n+(c) (36) 


und 
(S,S’)n +(0)n-(o') = — 44(0)n-(0') + 2y-(0) H+(0'). (37) 
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Die Berechnung der Wechselwirkungsenergie gleicher Teilchen kann auf 
Grund dieser Beziehungen sehr einfach erfolgen. Wir fihren hier die Berechnun- 
gen fiir Neutronen durch ; fiir Protonen verlauft alles ganz analog. Wir berechnen 
gunichst die Wechselwirkungsenergie eines Neutrons mit positivem Spin im 
Zustand 9; = uj. mit zwei Neutronen in den beiden Zustanden 9, = UxN+ 
und 9%, = Ux", die sich nur in der Spinrichtung unterscheiden. 

Die gewohnliche Wechselwirkungsenergie der beiden Neutronpaare wird 
gemiss der zweiten Zeile in (25) durch die Summe der folgenden beiden Integrale 
dargestellt 


SE ff tte) ha slo) 9 (S18) 4) +(0 Ilene’ drm dr 
: (38) 
SE If nity bale 9 Co) (9 (S18) ale) (@ Manlran) den dens 
(39) 
wo zu beachten ist, dass die Integration auch eine Summation uber die Spin- 
koordinate bedeutet. Mit Riicksicht auf (36) und (37) und darauf, dass die Spin- 
funktionen 7, und 7_auf einander orthogonal sind, ergibt die Summation iiber 
die Spinkoordinaten im ersten Integral + 1 und im zweiten — 1. Da die iibrigen 
Teile der beiden Integrale identisch sind, heben sich die beiden Integrale in der 
zweiten Doppelsumme in (25) weg. Somit verschwindet die ganze zweite Doppel- 
summe in (25), d.h. die gewéhnliche Wechselwirkungsenergie der Neutronen. 
Die Austauschenergie der beiden Neutronenpaare erhalt man entsprechend 

der dritten Zeile in (25) als Summe der folgenden beiden Integrale 


| [J wi cayut(e’puei()eide’) (0) 0 +(2') (8,8) Alo) QO) nltan’) tn den» 
(40) 


1 , ca rd . ‘ 
+3 J) nekeyedt(e duc() aide m= (7) n+( ) (S, S’) n+(o) 1 (o )J nn(t nn’) dt, dtp. 
(43) 
Auf dieselbe Weise wie im vorangehenden Fall erhalt man hier durch die Sum- 
mation iiber die Spinkoordinaten beim ersten Integral + 1 und beim zweiten 
4. 2. Da die tibrigen Teile der Integrale auch hier identisch sind, ergibt sich fiir 


die Summe der Austauschenergie der beiden Neutronenpaare, d.h. fiir die 
Summe von (40) und (41) 


[J etched )Tinlrnn’) dv do. (42) 


Dies ist die Austauschenergie eines Neutrons im Zustand 9; = uy, Mit zwei 
Neutronen im Zustand 9, = Ux + und 9, = U— d. h. mit zwei Neutronen, 
die sich im selben Bahnzustand mit antiparallelen Spins befinden. Die mittlere 
Austauschenergie zwischen den beiden Neutronen i und & ist also 


i aed 
the [ch (e) utr Jeei(t) at) Tnn( nn’) de de’. (43) 
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Mit dem Ansatz (31) verlau ft fiir Protonen alles ganz analog, die gewéhn- 
liche Wechselwirkungsenergie verschwindet auch im Falle von Protonen, und 
man erhalt fiir die mittlere Austauschenergie zwischen den beiden Protonen 


i und k 


iy) 


pp ; [| eeh(x)ect(v’)10 (1) 20,(0) J ppt pp?) dv do’. (44) 


Fiir die aus der Neutron-Proton Wechselwirkung resultierende Gesamt- 
energie W4?, sowie fiir die aus der Neutron-Neutron und Proton-Proton Wechsel- 
wirkung resultierende Gesamtenergie Wi" bzw. W4? erhalt man also 


Gm Rp nn 1 ad Te nn Pp 1 PP 
7 af n ep pu x 
wap as SS, 2 eae Way == pa Eik» = 5) Pos Eik + (45) 
i=1 k#i 2a k#Fi i=l] k#i 


Somit ergibt sich fiir die aus der Wechselwirkung aller Nucleonen resultierenden 
Gesamtenergie ; 


Wa = Wal + Wa" + Wa’. (46) 


Wir miissen hier nun noch den nur von der gegenseitigen Entfernung 
der Nucleonen abhangigen Anteil der Nucleonenwechselwirkung, d.h. die 
Funktionen Jnp(tap), Jnn(Tnn) und Jpp(rpp) naher definieren. Gemass dem 
experimentellen Befund, dass die Kernkrafte eine sehr kurze Reichweite und 
zwar eine Reichweite von der Gréssenordnung 10 '3em besitzen, setzt man fir 
Jnp» Inn und Jpp mit wack sender gegenseitiger Entfernung der Nucleonen sehrrasch 
abklingende Funktionen an. Wir setzen hier fiir die Wechselwirkung der Nucleo- 
nen ein skalares zentrales Yukawa-Potential an, d. h. wir nehmen an, dass die 
Austauschwechselwirkung der Neutronen mit den Protonen durch den Aus- 
tausch elektrisch geladener Mesonen und zwar z-Mesonen und die Austausch- 
wechselwirkung zwischen gleichen Nucleonen durch den Austausch elektrisch 
neutraler Mesonen von der gleichen Masse erfolgt. Weiterhin nehmen wir an, 
dass der nur von der gegenseitigen Entfernung der Nucleonen abhangige Anteil 
der Wechselwirkung zwischen Neutronen-Protonen, Neutronen-Neutronen und 
Protonen-Protonen gleich sei, d. h. wir setzen 


Sip pn ps oe te (47). 


wo |t—t’| die gegenseitige Entfernung dér betreffenden beiden Nucleonen und y 
eine Konstante von der Dimension einer Energie mal Lange bezeichnet ; ro. 
ist ebenfalls eine Konstante und zwar ergibt sich aus der Yukawaschen Theorie, 
dass man r, mit der durch 2 dividierten Comptonschen Wellenlange der 7-Mesonen 
gleichzusetzen hat. Wenn wir fiir die Masse der z-Mesonen, Mz, den Wert von 
285 Elektronenmassen setzen?*, so ist 


Foe oS oe A cf ahd (48) 
2aMc 


<a 
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wo c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Uber die einstweilen nicht naher 
definierte Konstante y werden wir spater verfiigen. 
Es sei hier erwahnt, dass in den bisherigen Anwendungen der statistischen Theorie 


auf Atomkerne fiir die Wechselwirkungsenergie zweier Nucleonen fast ausschliesslich die 
Ansatze 


Teceiha die (49) 
und nih. 
J — ea els \/r9) (50) 


gemacht wurden, wo eine Konstante von der Dimension eimer Energie und rp wieder eine 
Lange von der Grossenordnung 10—!3 cm bezeichnet. 

Ausser der hier besprochenen Wechselwirkung der Nucleonen besteht 
zwischen den Protonen noch eine Coulombsche elektrostatische Wechselwirkung 
gufolge der elektrischen Ladung der Protonen. Diese Wechselwirkung setzt 
sich bekannterweise ebenfalls aus einer paarweisen Wechselwirkung der Teil- 
chen zusammen, ganz ahnlich wie wir dies bei der vorhin behandelten Nucleonen- 
wechselwirkung vorausgesetzt und im Ansatz (24) formelmassig zum Ausdurek 
gebracht haben. Wiahrend sich in dieser Beziehung die beiden Wechselwirkungen 
gleich verhalten, besteht in einer anderer Beziehung ein wesentlicher Unter- 
schied, wahrend namlich die oben behandelte Wechselwirkung zwischen gleichen 
Nucleonen als spinabhangig vorausgesetzt werden musste, ist die elektrostatische 
Coulombsche Wechselwirkung der Protonen spinunabhangig. Dementsprechend 
tritt dann hier nicht nur die Austauschenergie, sondern auch die gewdhnliche 
“Wechselwirkungsenergie der Teilchen auf, Zur Berechnung der Coulombschen 
Wechselwirkungsenergie hat man im Ausdruck (25) fiir Pix die Coulombsche 
Wechselwirkungsenergie zweier Protonen e?/|t—t'| zu setzen, wo € die positive 
Elementarladung bezeichnet. Man erhalt so fiir die gewohnliche elektrostatische 
Coulombsche Wechselwirkungsenergie der Protonen 


1 Qp Qp il s 
We=—e* gah ia \ | pilgp) 7 | pele) | iy ew dtp dtp (51) 
Qivweioket \tp— Tp| 


und fiir die aus der elektrostatischen Wechselwirkung resultierende Austausch- 
energie 


1 
[tp —tp| 


1 Qp Qp “y apy ‘ 
Wr= ae e Be f{ pe(qr) vil 9p) Pil 9p) Px(IP) 


i=1 k#i 


dtp dry. (52) 


Mit der Annahme (28) folgt fir We der Ausdruck 


Qp Q 1 ; 
Wo= s é ~ Pe if |\w;(t p) |? wat) |" ips tp| dv, dvp. (53) 


2 f=1 k#i 


Bei Wp ergibt sich mit der Annahme (28), dass nur diejenigen Integrale nicht 
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verschwinden, in denen die Integration auf Zustande mit parallelem Spin aus- 


zudehnen ist. Man erhalt 


1 


We = be SS {f witeputtepntrdents) a7 dep dope (54) 


2 


eae = oF 


wo die Doppelsumme nur auf je solche zwei Zustande auszudehnen ist, die i 
parallelen Spin besitzen. Dass in Wp im Gegensatz zu W4? (oder Wi") die Aus-_ 
tauschwechselwirkung nur aus der Wechselwirkung von Teilchen mit parallelem > 
Spin resultiert, folgt daraus, dass die Coulombsche Wechselwirkung im Gegen- | 


satz zu der Nucleonenwechselwirkung P;, bzw. Nj, spinunabhangig ist. 


Hiermit sind wir im Besitz der wellenmechanischen Ausdriicke der Wechsel- | 
wirkungsenergien zwischen den Nucleonen. Uber die gewohnliche Coulombsche _ 


Wechselwirkungsenergie Wo ist nichts weiteres zu sagen; wir mussen ums 
jedoch noch mit der Berechnung der Austauschenergie, insbesondere der Aus- 
tauschenergie eines freien Nucleonengases ausfihrlich befassen. 


Hierbei sei erwahnt, dass wir bis jetzt noch nicht gezeigt haben, wie | 


durch die Austauschwechselwirkung der Absattingungscharakter der Kern- 
krafte zam Ausdruck kommt ; wir kommen hierauf im iibernachsten Paragra- 
phen zu sprechen, wo wir dies an Hand von expliciten Ausdriicken der Aus- 
tauschenergie leicht zeigen kénnen. 


§ 5. Wechselwirkungsenergie eines Nucleonengases 


Wir befassen uns in diesem Paragraphen mit der expliciten Berechnung 
der Wechselwirkungsenergie der Teilchen des schon im vorangehenden behandel- 
ten freien Nucleonengases, das aus Q, Neutronen und Q, Protonen besteht 
und sich in einem Volumen Q befindet. Wir setzen wieder voraus, dass sich das 
Gas am absoluten Nullpunkt der Temperatur, d. h. im tiefsten Energiezustand 
befindet. Dies bedeutet, dass jeder Neutronen-Bewegungszustand durch je 2 
Neutronen mit antiparallelem Spin und jeder Protonen-Bewegungszustand 
ebenfalls durch je 2 Protonen mit antiparallelem Spin besetzt ist.‘* Den k-ten 
Bewegungszustand eines freien Neutrons oder Protons kénnen wir bzw. durch 
die ebenen Wellen 


2m 2ni 
<S— (Dy t) ji 
Ux (t) = —— e h kt M w(t) vie e A 


(55) 
beschreiben, wo ), den Impulsvektor des Neutrons bzw. Protons bezeichnet. 
Diese Wellenfunktionen erfiillen die Randbedingungen, wonach die Eigenfunktio- 
nen an den Berandungsflachen des Volumens Q verschwinden miissen, nicht. 
Wenn man aber annimt dass Q sehr gross ist, so kann man diese Randbedingun- 
gen schon durch eine kleine Modifikation der Wellenfunktionen erfiillen, indem 
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man die Wellenfunktionen tiber einen infinitesimalen Bereich des Ausbreitungs- 
vektors integriert, wodurch erreicht werden kann, dass die Wellenfunktionen 
im Unendlichen verschwinden. Weiterhin miissen die Eigenfunktionen der 
verschiedenen Neutronenzustande unter sich, sowie die der verschiedenen Pro- 
tonenzustinde unter sich orthogonal sein. Dies wird in unserer hier folgenden 
Betrachtungsweise z. B. fiir Neutronen dadurch zum Ausdruck gebracht, dass 
den Impulsvektoren ); und p, im Phasenraum verschiedene Zellen des Impuls- 
raumes entsprechen miissen. 

_ Zur Berechnung der Austauschenergie W, unseres freien Nucleonengases 


fahren wir der Einfachkeit halber die folgenden Bezeichnungen ein 


ork (t) = ui(t)wz(t), ein (t) = ui(t)udt), —. ore(t) = wilr)ex(t). (56) 


Mit diesen kann man ef, ef" und ef? in folgender Form schreiben 


efi? = || ofP(x) efh*(e' Jit — v')) do de’, (57) 
ek = { ok (t) ork (t’)J(| t— v’|) dv dv’, (58) 
ee = [| oFh(x) ofk*(’)I(| t= x’) dv av’. (59) 


Zur Berechnung von W, haben wir diese drei Integrale auszuwerten, indem 
wir in die Ubergangsdichten of, of und of? ebene Wellen von der Form (55) 


einsetzen. 
Wir beginnen mit der Berechnung von ej’, d. h. der Austauschenergie 


des i-ten Neutrons und k-ten Protons, die sich mit Riicksicht auf (47) in folgender 
Form schreiben lasst 


—|r—r'|/ro 
e 
eink =— ¥ ii} are teverw (=| a> emer (60) 
mit ' 
. 1 ant (P_—- Pj» 7) 
oi (t) = ie (61) 
Man kann nun 
ee are 
Vit) = J eik (t’) ae dv’ (62) 


als das Potential der Verteilung 07?"(t) betrachten und mit Hilfe dieses Potentials 
e?P in der Form 
eh = — ry] oidt) Vit) dv (63) 
darstellen. 
Die Berechnung des Potentials Vj, ist sehr einfach. Ganz abnlich namlich 
wie das Potential einer raumlichen elektrischen Ladungsverteilung mit Coulomb- 
schen Kraften die Poissonsche Gleichung erfiillt, geniigt das Potential Vix der 


2 Acta Physica 
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Verteilung 07?* mit Yukawaschen Kraften der erweiterten Poissonschen Gleichung 
von der Form 


anger Vie = —Aroik (64) 
Die Lésung dieser Gleichung ist 
e 1 n vats 
Vict) = Z Qik (65) 
Qn py + | Pi — Pel? 
mit 
h l 
Pus Saat (66) 
27 To 
Nach Einsetzen von (65) in (63) folgt 
2 1 
on ore De (67) 


Qn pt ee Sal) 


Die aus der Austauschwechselwirkung der Neutronen und Protonen 
resultierende gesamte Austauschenergie W? erhalt man nach (45) in der Weise, 
dass man ¢/? iiber alle vollbesetzten Neutronen- und Protonenzustinde, d. h. 
iiber alle Neutronenimpulse ); und Protonenimpulse p, summiert. 

Die Herleitung des Ausdruckes fiir ¢/,? erfolgte im vorangehenden Para- 


graphen auf Grund der Wellenmechanik, die Berechnung von W4?, d. h. die | 


Summation itiber die Neutronen- und Protonenimpulse, fihren wir auf statisti- 
schen Grundlagen durch. Dies bedeutet, dass wir die Summation iber ); und p, 
durch eine Integration ersetzen, was folgendermassen geschehen kann. Wenn 
wir den Betrag von ); und p, mit p; bzw. p, und den Winkel zwischen p; und ), 
mit # bezeichnen, dann ist 


| pi— Pal” = pi + pxr—2pip, cos d. ( 68) 


Wir fiihren ein Polarkoordinatensystem ein, als dessen Achse wir ); wahlen. 
Die Anzahl der Neutronen, deren Impulsrichtung zwischen # und # + dé? und 
deren Impulsbetrag zwischen p; und p; + dp; liegt, ist 


dn = Are pisin 6 dp; dd. (69) 


Somit lasst sich die Summation iiber p; durch die folgende Integration ersetzen 


Qn Pun 1 . 
: . sin 0 dd 
Re Ae Payton (ui Sha pit 2 
Pas i) 6 Po + Pi + Pr—2pipxcosd 
BA ii 1 - 2 2 
~ i (Rien Pk pi) In (Pent Pk) + Po fi (70) 


(Pun— Pr the Po 


+ 2Ppun— 2p, are tg fog 2p, are gran} 
0 i 


— 
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wo p,,,, den Betrag des maximalen Impulses der Neutronen bezeichnet. Dieser 
Ausdruck gibt die Austauschenergie aller Q, Neutronen mit dem Proton mit 
dem Impuls p,. Die gesamte Energie, die aus der Austauschwechselwirkung 
der Q,, Neutronen mit allen Q, Protonen resultiert, erhalt man, wenn man diesen 
Ausdruck noch iiber die Protonenimpulse p, summiert. Diese Summierung 
ersetzen wir wieder durch eine Integration. Hierzu haben wir den Ausdruck 
auf der rechten Seite in (70) mit 87 Qp;/h* zu multiplizieren und uber p, von 0 
bis zu Ppp ZU integrieren, wo Pup den Betrag des maximalen Impulses der 
Protonen bezeichnet. Nach einer ziemlich miihsamen Integration ergibt sich 


Ren Se l6ny 2°? 1 0+ (Pun t+Px)” 
ne ae ¥ 2 ‘ay Pe 2 Tae? PunTPr = 
2, =, ik ht | [ Punt9,, (Pun Pk + Po) p? + (Pun—Pw? 
= 2p,aretg PHT Pk _ op,arctg FE"—F* =—?t) Pk apy = 
E Po Po 
l6onryQ jl 1 
7s a (5 (PunPyp + PunPpp)— - PoPpnPyp + (71) 


inP® +(Ppn + Pup) dey 
Ps +(Pyn— Ppp)” 


1 
te Fi [Po + 6P(Pyn + Pup) — 3(Pun— Pur) | 
2 of 2 n—Pup\ 
— 3 Po(Pun + ppp) arctg ae a 3 Pol Pun— Pur) arctg Pp. i Perr 
0 0 


Wenn wir die dimensionslosen Funktionen 


On = ans = (32?)'*r, D. und a= ait (3a) °r, 7s (72) 


0 0 


_ einfilhren, so lasst sich W’? in folgender Form schreiben 


Qi 
WA’ = —*- 6x2 {3(on@» + @n@p) — On@p + 
v 


xe fi+ 6(@n + o3) —3(@n— @p)'] {In [1+ (n+ @,)]—In [1 + (@p— Op) | = 
—4(o3, + 05) arctg (@n + @p) +4 (on — @}) arctg (®n— op)}. (73) 


Die Berechnung von W4" und W4? erfolgt auf eine ganz ahnliche Weise. 
Zunachst berechnet man auch hier ¢%' und eff, fir die sich formal derselbe 
Ausdruck ergibt, wie fir } 7 [man vgl. (67) ], jedoch mit dem wesentlichen 
Unterschied, dass im Ausdruck von ¢7' alle beide Impulse, p; und p,, Neutro- 
nenimpulse und im Ausdruck von ePP Protonenimpulse bedeuten. Alles weitere 


i- 
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verlauft ganz analog zur Berechnung von W4’, nur hat man im Fall von W4" 
bei den Integrationen tiber p; und p, beidesmal von 0 bis pyn und im Fall von 
W4? beidesmal von 0 bis pyp zu integrieren. Es ergibt sich mit Riicksicht auf (45) 


AnyQ 1 +4 
We = — ee — Ps Pun ie slr + 12psppn) In Pat 4Pun _ 
E 6 Ps 
TA 
3% P Pi arctg 2Pun . 
Eee he Po 
op 4nyQ | 4 1 Po + Api p 
We ge a PE 2 PoP-p 1 5 (Pit 12p Pj.) In eer ae 
0 
i (75) 


Po 


Wenn man auch hier die dimensionslosen Funktionen @, und @, einfihrt, 
so erhalt man 


Wh" = 2 red J [eer = (oy, a t (1 + 120%) In (1 + 40;,) — 80, arctg 2a,|, 
rs 2405 4 : 
(76) 
WP nes VON | Gat gt L142 208) nd doty Bat, areig’s 
A a 9473 @Op— Op +—(1 + 12@,) In(1 + 40) — 8a, arctg 2ap). 
To ‘TU 4 
(77) 


>| 


All’ dies gilt nur fir ein freies Nucleonengas, d. h. fiir den Fall, dass die | 


Dichteverteilung der Nucleonen konstant ist. Fir ein nicht freies Nucleonengas 
kann man die Austauschenergie auf ahnliche Weise berechnen, wie wir dies 
im Fall der Fermischen kinetischen Energie (15) eines nicht freien Nucleonen- 
gases getan haben. Wir unterteilen also mit einem System von Scheidewanden 
das Volumen des Gases in Teilvolumina dv, in denen sich noch viele Neutronen 
und Protonen befinden, die man als ein freies Nucleonengas, d. h. als ein Nucleo- 
nengas mit konstanter Dichte betrachten kann. Die Austauschenergie der 
Nucleonen in den einzelnen Teilvolumina lasst sich in der Form (73), (76) und 
(77) darstellen mit dem Unterschied, dass statt Q iiberall dv steht. Die gesamte 
Austauschenergie erhalt man also durch eine Integration tiber das ganze vom 
Nucleonengas beanspruchte Volumen. Wenn man zur Abkiirzung die Bezeichnung 


1 3 3 
f(@n, ®p) = 240? {3(ohop af @n@p) — @7Op ++ 


Se A *]{In [1 + (On + @p)*] —In [1 + (@n—op)"] }— 


4a 
-4(@, + 5) arctg (@n + @p) + 4(on — @p) arctg (On — w,)\ (18) 


— 
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einfibrt, so ergibt sich 

4 

we + f lon» @p) dv, (79) 

) =— ue i f(On, @n) dv, (80) 
To 

we — + i (wp, @p) dv. (81) 

0 


Wahrend in (45) im Ausdruck von WP? und W2? die aus dem Selbstausch 
der Neutronen bzw. Protonen resultierenden Glieder durch Ausschliessen der 
Glieder k =i in den Doppelsummen eliminiert sind, enthalten (80) und (81) 
sowie die entsprechenden vorangehenden Ausdriicke auch die aus dem Selbst- 
austausch resultierende Energie, da in beiden Fallen tiber dasselbe Impulsinter- 
yall zweimal integriert wird. Mangels eines genaueren Verfahrens zur Korrek- 
tion des Selbstaustausches kann man so vorgehen, dass man die aus dem Selbst- 
austausch eines Neutrons oder Protons resultierende Energie der mittleren 
Austauschenergie eines Neutrons bzw. Protons, d. h. W2'/Q, bzw. WP /Q> 
gleichsetzt. Die aus dem Selbstaustausch aller Neutronen und Protonen resul- 
tierende Energie ist also W4'/Qn bzw. W*?/Q,. Zur Korrektion des Selbstaus- 
tausches hat man also diese Energien von (80) baw. (81) in Abzug zu bringen, 
d. h. die Korrektion des Selbstaustausches besteht darin, dass man die Aus- 


1 
driicke (80) und (81) einfach mit den Faktoren s, = 1 ah sp =1— 0, 
n P 


multipliziert. Man erhalt also fir die gesamte Austauschenergie 
W, = Wa? + s.Wa + spW2?. (82) 


Allerdings ist die auf diese Weise durchgefihrte Korrektion sehr grob, es sei 
jedoch hervorgehoben, dass die Korrektion. fir den Fall Q, = 1 und Q, = 1, 
wo die Korrektion relativ am gréssten ist, den exakten Wert liefert, da in diesem 
Fall die Korrektionsfaktoren s,, und sp gleich 0 sind und somit auch die korri- 
gierten Ausdriicke snWt und spWh? verschwinden, wie dies auch sein muss- 
Fir gréssere Teilchenzahlen liefert die Korrektion nur einen groben Naherungs- 
wert, was aber ziemlich belanglos ist, denn — wie man sieht — wird die Korrek- 
tion von umso geringerer Bedeutung, je grésser die Teilchenzahl ist. 

Wir geben hier noch fiir die Wechselwirkungsenergien (49) und (50) die Funktion 
f(@n, Mp) an- Im Falle der Wechselwirkungsenergie (49) ist 


Fler top) = stg [derntop— (1 + Hon + 9)1 {IL + (og tog) ) Taf] + (yep) 1+ 


\ 
(83) 


+ Mon + wp) arctg (ay + ®p) — Mon _— Wp) arctg (o,—op} 


. 7 
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und im Falle der Wechselwirkungsenergie (50) findet man 


Ta m/e w (a) a — ("8 
yn + ) a + (w;, + Op— Op Op — 2)e 2 


Fei) = “68/2 


ae/ t o —( - 
— = @,— 09) 0( =? )-@% +05 +p Op —2)e- 2 


wo ®(x) die Gaussche Transzendente 
x 
e—” du 85) 
qe, ( 
0 


P(x) = 


bezeichnet. 

Die Herleitung dieser Ausdriicke bzw. der Austauschenergien mit den Wechselw:r- 
kungsenergien (49) und (50) erfolgt auf einem etwas anderen Weg, als in dem von uns 
behandelten Fall einer Yukawaschen Wechselwirkung; die Berechnung von e// kann in diesen 
Fallen durch die direkte Auswertung des Integrals (60) geschehen’. Fir d:e Wechselwirkungs- 
energie (49) kann z. B. die Herleitung von Wi, WX’ WP, wie aus einem Vergleich von 
(49) und (47) sofort zu sehen ist, auch so erfolgen, dass man die fiir die Yukawasche Wech- 
selw:rkung (17) hergeleiteten entsprechenden Ausdriicke (71), (76) und (77} nach —lyr, d.h. 
nach —2zp,/h differenziert. 

Die aus der elektrostatischen Coulombschen Wechselwirkung der Protonen 
resultierende Austauschenergie Wp lasst sich fiir freie Protonen mit Hilfe des 
Ausdruckes fiir ef? einfach berechnen.*® Das Doppelintegral in (54), das wir 
der Kiirze halber mit ef, bezeichnen, ist namlich fiir Protonen mit parallelem 
Spin mit 2e?P gleich, wenn man im Ausdruck von ¢?? fiir die Konstanten 
und l/r) die Werte y = e? und 1/r, = 0, d. h. pp =. 0 setzt. Es geht dann namlich 
J(jt—t'!) in die Coulombsche Wechselwirkungsenergie e2?/|t —t’! tiber. Es 
ergibt sich also fiir Protonen mit parallelem Spin 


e*h® : 1 
Qn |pi— pxl?” 


Fir Protonen mit antiparallelem Spin ist ef, = 0. 
Zur Berechnung von Wp hat man ¢% tiber alle Protonenzustainde mit 


eRe (86) 


_parallelem Spin zu summieren. Die Summationen kann man ganz analog zur 
Berechnung von W4? durch Integrationen ersetzen, wobei aber zu beachten ist, 
dass jetzt die Summation, d.h. Integration nur auf Protonenzustande mit 
parallelen Spin auszudehnen ist. Es ergibt sich*’ 


= = ao xthm ht Pup- (87) 


Wenn man auch hier statt py, die dimensionslose Funktion , einfihrt, so folgt 
fir ein freies Protonengas 
og. Ala. 


= 750 
yo Ae Ae 


Va=— (88) 
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Fiir ein nicht freies Protonengas, d. h. fiir ein Protonengas mit beliebiger | 
Dichteverteilung erhalt man ganz abnlich zu (79)—(81) den Ausdruck 


ati, 
Wridasts gai eniiay (89) 


Gerade so wie in (80) und (81), ist auch in diesem Ausdruck, aus denselben 
Griinden, wie dort, die aus dem Selbstaustausch der Protonen resultierende 
Energie enthalten. Den hierdurch begangenen Fehler braucht man jedoch nicht 
eigenst zu korrigieren, sondern man kann so verfahren, dass man in den gewoéhn- 
lichen Coulombschen Energieausdruck W. auch die der elektrostatischen 
Selbstwechselwirkung entsprechenden Glieder aufnimmt, was bei der statis- 
tischen Behandlungsweise sowieso nicht vermieden werden kann. Dies bedeutet, 
dass wir im Ausdruck (53) auch die Glieder mit k =i aufnehmen, wodurch 
wir fur ein beliebiges, d. h. sowohl freies als nicht freies Protonengas den Ausdruck 


1,8 & smn a t) @p(t’ ; 
Weber SS |{ twcey money ew oY 3 ot {feeder ave 
t=1 k=! ! i (90) 


erhalten, wo gemass der wellenmechanischen Definition der Teilchendichte 


Qp 
N w(t)? = ent) (91) 
con 
gesetzt wurde. Die Glieder mit k = 1 in We sind namlich, abgesehen vom 
Vorzeichen, dieselben wie die Glieder mit k = iin We, wie dies aus einem Ver- 
gleich mit (54) sofort zu sehen ist. Da ausserdem diese Glieder in Wound Wz 
verschiedenes Vorzeichen haben, ergibt sich, dass sich diese Glieder in der Summe 
von We und Wp — und nur auf dicse Summe kommt es im folgenden an — 
gerade kompensieren. Allerdings ist die Kompensation nur in den wellenmecha- 
nischen Ausdriicken vollkommen, in den statistischen Ausdriicken ist sie nur 
eine teilweise. Man kann sich jedoch damit vollkommen begniigen, da diese 
Selbstwechselwirkungsenergien sowieso nur fiir kleine Protonenzahlen von 
Bedeutung sind, fiir diese ist aber — wie sich zeigen wird — sowohl We als Wr 
im Verhiltnis zu Wa unbedeutend. 

Erganzend zum Ausdruck (90) sei noch bemerkt, dass man We auch in 


_der Form 

We =5 ef Vicdgo(t) dv (92) 
schreiben kann, wo r 

V(t) =e oe (93) 


| 


das elektrostatische Potential der Protonen am Ort t bezeichnet. 
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§ 6. Abséttigungscharakter der Austauschkrafte 


Bekanntlich ergibt sich aus dem empirischen Befund, dass die Energie 
der Kerne angenahert zur Nucleonenzahl proportional ist. Dies weist darauf 
hin, dass die zwischen den Nucleonen wirkenden Anziehungskrafte, gerade so 
wie die chemischen Valenzkrafte, ee Absattigung zeigen miissen, d. h., dass 
durch diese Krafte von einem Nucleon nur eine beschrankte Anzahl von Nucleo- 
nen gebunden werden kann. Wir wollen nun hier zeigen, dass die im vorangehen- 
den beschriebenen Austauschkrafte, im Gegensatz zu den gewéhnlichen Kraften, 
diesen Abs&ttigungscharakter besitzen, und zwar wollen wir dies auf einem 
indirekten Weg tun, indem wir untersuchen, wie die Austauschenergie von 
der Teilchenzahl abhangt, wobei wir den Korrektionsfaktor s gleich 1 setzen 
kénnen. 


Wir ziehen hizrzu den schon im vorangehenden behandelten Fall in Bevash 
bei dem sich Q,, Neutronen und Q, Protonen mit konstanter Dichteverteilung 
im Volumen Q befinden. Wir wollen ausserdem noch die Vereinfachung machen, 
dass die Anzahl der Neutronen und Protonen gleich gross ist, d. h. dass Q,= Qp = 
= Q/2 ist, wo Q die Gesamtzahl der Nucleonen ist. Mit diesen Vereinfachungen 
wird : 

1/3 1/3 
en= or = 3 0 = und on = 0, =0=(% a) (2) > (94) 


wo @ die gesamte Nucleonendichte bezeichnet. 


Fiir die Austauschenergie der Nucleonen ergibt sich aus (73), (76) und 
(77) mit Riicksicht auf (94) 


W,= Wes Wat wh —— dies 0)Q = 
a (95) 


or mabSuiy Le peels lie wal 2 x 
eral 7060 me + 4 (S +—] In (1 + 40?) — 8 arctg 20| z 
Wie man aus diesem Ausdruck sieht, wird fiir grosse @ 
Wy si oe Ooo: (96) 


W, ist also fiir grosse @ zu Qo proportional. Da sich weiterhin @ wegen der hier 
konstanten Dichte zu Q”” als proportional erweist, folgt, dass W, zu Q*” pro- 
portional ist. 


Wahrend sich also die gewéhnliche Weclivelwarbanpeoacree der Nucleonen 
zu @*, d. h. zu Q* als proportional ergibt, ist W, nur zur ‘/,-ten Potenz von Q 
proportional. Hierin kommt der Absattigungscharakter der Austauschkrafte 
zum Ausdruck. Allerdings ist hier die Absattigung keine vollkommene, denn bei 
einer vollstandigen Ahsattigung der Wechselwirkungskrafte miisste die Wechsel- 


| 
| 
| 
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virkungsenergie zur Teilchenzahl, d. h. zu Q proportional sein, wahrend sich 
n unserem Fall eine Proportionalitat zu Q*” ergibt. Dies ist eine Folge dessen,, 
lass wir die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Nucleonen in der Form (47) 
mngesetzt haben, wenn wir diese Wechselwirkungsenergie in der Form (49) 
der (50) ansetzen wiirden, dann ergabe sich fiir @>1 die Austauschenergie 
ua @Q als proportional,** die Absattigung ware also in diesen Fallen fir o>1 


vollstandig. 


Fig. 1. Die auf ein Teilchen entfallende Austauschenergie Wa/Q eines Nucleonengases mit kon- 
stanter Dichte als Funktion von ©. 


Kurve 1: Wa/Q aus (95) berechnet in ‘y/ro-Einheiten, 
Kurve 2: Wa/Q aus (97) berechnet in e-Einheiten, 
Kurve 3: Wa/Q aus (98) berechnet in ¢-Einheiten. 


Dies kann leicht gezeigt werden. Wir brauchen hierzu nur die dem Ausdruck (95) 
entsprechende gesamte Austauschenergie W, fiir die Wechselwirkungsenergien (49) und (50) 
anzugeben. Mit Hilfe von (83) und (84) ergibt sich mit den Vereinfachungen (94) im Falle 
der Wechselwirkungsenergie (49) 


wo w ) 


4 (= bee) In @l + de®) -+ 8 aretg 2m | (97) 


‘und im Falle der Wechselwirkungsenergie (50) 


Wa= as &Q [ 8 29(0) + (—- =) he re als (98) 


Qn}. o 3 i) i) 
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Fiir grosse » gehen diese Ausdriicke der Reihe nach asymptotisch in die folgenden iiber 


Wym—S €Q 8 arctg 20 2 — 5 €Q, (99) 
Ef 


W,2— ae eQz}/?D(w) > — ‘ eQ. 100) 


In beiden Fallen ist also W, fiir sehr grosse w zu Q proportional. 


W,/Q als Funktion von @ ist fiir die Ausdriicke (95), (99) und (100) in 
Fig. 1 dargestellt, die die Verhaltnisse deutlich veranschaulicht. 

Im Verhalten fiir grosse @ besteht also ein wesentlicher Unterschied | 
zwischen den Wechselwirkungsenergien (49) und (50) einerseits und der von 
uns zu Grunde gelegten Yukawaschen Wechselwirkungsenergie (47) anderseits 
und es dirfte zum Teil auf diesem Unterschied beruhen, dass die im weiteren | 
Verlauf dieser Arbeit durchzufiihrenden Berechnungen zu _befriedigenderen | 
Resultaten fithren, als die bisher mit den erwahnten anderen Wechselwirkungs- 
energien erzielten Resultate. . 

Die Ursache dieses verschiedenen asymptotischen Verhaltens der Wechsel- 
wirkungsenergien liegt offenbar darin, dass fiir |t — t'| = 0 die Wiehe. 
energien (49) und (50) in eine Konstante tibergehen, wahrend die Yukawasche 
Wechselwirkungsenergie (47) wie 1/\t—t'| unendlich wird. i 
: 


7. Das staztistische Modell des Atomkerns 


Die statistische Theorie des Atomkerns griindet sich auf die Annahme 
dass man die Nucleonen des Kerns als ein entartetes Neutronen- und Protonen 
gas am absoluten Nullpunkt der Temperatur betrachten kann. Es wird ange 
nommen, dass in diesem Nucleonengas die Teilchen kontinuierlich verteilt sind 
man betrachtet also die Teilchen als pulverisiert. Das Nucleonengas wird durcl 
die in den beiden vorangehenden Paragraphen ausfihrlich besprochenen Aus) 
tauschenergien des Nucleonen zusammengehalten; die Abstossungsenergien 
die der Anziehung des Gleichgewicht halten, sind die im § 3 besprochenen kine 
tischen Energien des Nucleonengases und die im § 4 und am Ende des § 5 be 
handelte Coulombsche Wechselwirkungsenergie der Protonen. Dem Wese' 
der statistischen Betrachtungsweise entsprechend werden im statistischen K ernm¢ 
dell die individuellen Eigenschaften der Nucleonen verwischt. Aus de} 
Grundannahmen der Theorie folgt weiterhin, dass man die Theorie nur au 
solche Kerne anwenden kann, in welchen die Anzahl der Neutronen und Pré 
tonen gross, also die statistische Behandlungsweise gerechtfertigt ist. 

Wir ziehen im folgenden einen Kern in Betracht, der N Neutronen un) 
Z Protonen enthalt. Die Gesamtzahl der Nucleonen im Kern, d. h. die Massey 
zahl bezeichnen wir mit A ; es ist also 


A=N+Z. (10 


DIE STATISTISCHE THEORIE DES ATOMKERNS 355 


Zufolge der im vorangehenden schon besprochenen Korrektionen, die wir an 
der Fermischen kinetischen Energie und der Austauschenergie gleicher Teilchen 
angebracht haben, kénnen wir die Beschrankung auf schwere Kerne fallen lassen 
und auch leichte Kerne in unsere Betrachtungen aufnehmen. 

Das Grundproblem besteht in der Bestimmung der Energie des Kerns 
und in der Dichteverteilung der Nucleonen im Kern. Die Lésung dieses Problems 
kann mit Hilfe eines Variationsprinzips geschehen. Zu diesem Variationsprinzip 
gelangt man, indem man den Energieausdruck des Kerns bildet. Zur Herleitung 
dieses Energieausdruckes fihren wir ein System von Scheidewanden ein, mit 
denen wir das Nucleonengas, ganz ahnlich wie in den Paragraphen 3 und 5, in 
Teilvolumina dv unterteilen und zwar in der Weise, dass jedes raumliche Volumen- 
element noch viele Neutronen und Protonen enthalte, die man als ein freies 
Neutronen- bzw. Protonengas betrachten kann. Von der Schwierigkeit, dass 
diese Bedingung in den vom Kernmittelpunkt weit entfernten Gebieten — 
wegen der kleinen Nucleonenzahl — nicht erfiillbar ist, kénnen wir gunichst 
absehen, da diese Gebiete bei der Berechnung der uns in erster Linie interessieren- 
den Kernenergie von geringer Bedeutung sind. Die einzelnen Energieanteile 
des Kerns kénnen wir mit Hilfe der in den Paragraphen 3 und 5 erhaltenen 
Resultate sofort angeben. Bevor wir dies tun, machen wir noch einige zum Teil 
vereinfachende allgemeine Festsetzungen. 

Bei der Berechnung der Energie ist es vorteilhaft alle Energieanteile in 
derselben Energieeinheit auszudriicken. Wir setzen g = 4e und wahlen als 
Energieeinheit : 

2 
& = é — 2,724 - 10-5 erg = 17,01 MeV. (102) 
0 
Dies ist praktisch das Doppelte des mittleren Packungsanteils. 

Weiterhin wollen wir den Ausdruck fir die Fermische kinetische Energie 
und die Ausdriicke fiir die Austauschenergie gleicher Teilchen vereinfachen, 
indem wir fiir die Korrektionsfaktoren k,, kp sowie Sp und sp die folgenden Ver- 
einfachungen durchfihren. Diese Korrektionsfaktoren sind nur fiir leichte Kerne 
yon Bedeutung. Bei den stabilsten leichten Kernen ist nun N = Z= A/2. 
Wir kénnen daher bei der Energieberechnung der stabilsten leichten Kerne 


far. AZ=4 fk gee kg Boa, (103) 
fir A<4 k,n =kp=k=0O, (104) 
sowie 

fir A =2 ipeaate, mented HOS (105) 

fir A<2 “Sn =Sp=s=9 (106) 


setzen. Diese vereinfachten Korrektionsfaktoren k und s kénnen wir auch fiir 
die schweren Kerne, fir die N* Z ist, beibehalten, denn bei diesen ist dic 


kt 
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ganze Korrektion unbedeutend. Die Falle 4 <4 bzw. A <2 sind nur der 
Vollstandigkeit halber angegeben, praktisch kommt diesen keine Bedeutung 
zu, da es sich hier um eine statistische Theorie handelt, die bei diesen kleinen 
Teilchenzahlen versagt, und wir in unseren folgenden Berechnungen hiéchstens 
noch den schon sehr extremen Fall 4 = 4 aufnehmen kénnen. Wir werden 


daher im folgenden einfach k = 1 at ste und s=1 aa setzen. 


A A 

Schliesslich fiihren wir noch in den einzelnen Energieanteilen statt der 
Dichtefunktionen @,, und @, durchweg die durch (72) definierten dimensionslosen 
Funktionen @, und @, ein. 

Mit Beriicksichtigung all’ dieser Festsetzungen geben wir nun die einzelnen 
Energieanteile an. Wenn wir die Fermische kinetische Energie der Nucleonen 
mit Ex, die Weizsickersche Inhomogenitatskorrektion der kinetischen Energie 
mit E,, die aus der Neutron-Proton Wechselwirkung resultierende Austausch- 
energie mit EX’, die aus der Neutron-Neutron Wechselwirkung resultierende 
Austauschenergie mit Ey’, die aus der Proton-Proton Wechselwirkung resul- 
tierende Austauschenergie mit E%?, die gewohnliche elektrostatische Coulombsche 
Wechselwirkungsenergie der Protonen mit Ec und schliesslich die aus derselben 
Wechselwirkung resultierende Austauschenergie mit Ep bezeichnen, so ist 


5 aa 61S k 5 
Big = bre | (on!) + 09") do = earners | (on + 05) do = 


k 
= Gains &| (On + 8) dv, (107) 
0 


By= 3 | [5 (Gr) + ap (Gr) Je = sae [onl Ge) + onl GP) Jom 


6h ffl 2S hon (ore acm 
BY = — TE [fom 09) dv = — Fe] fom 07) dv, (109) 
BE =— | fom wn) do =—F | Flom on) ao, (110) 
ERP = aan | flop, op) dv = oes ACM pes | (111) 


=3¢{{ enter Bg Rae Te ar [[ ee a 


=} 3077 an | Menoptt) dy = — eo | V(t)o%(t) dv, (112) 
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2 

1 
a co. d0_=)~- =~ ——, £p,|..Opidt,. 113 
7 ‘i 64a°r* oJ A (113) 


Hier bezeichnen px, xy und A die folgenden dimensionslosen Gréssen 


bye K—3814, py =—-=0,1600, A= =%; (114) 
To 8 


r€0 Tale 


V(t) ist das durch (93) definierte elektrostatische Potential der Protonen; zu 
ntegrieren ist iiberall auf alle Gebiete, in welchen @,, und @, nicht verschwinden. 

Statt yy wurde also A eingefiihrt, A ist ein zunachst unbestimmter dimensions- 
oser Parameter und zwar der einzige frei verfiigbare Parameter, den wir mit 
Hilfe empirischer Daten bestimmen werden. 


Die gesamte Energie E des Kerns ist die folgende 


E = Ex + E,+ Ev + EA"+ EX + Ec + Er- (115) 


Das Problem besteht darin, diejenigen Verteilungsfunktionen @, und @, bzw. 
@, und @, zu bestimmen, die die Energie des Kerns zum Minimum machen, 
wobei zu beriicksichtigen ist, dass fir Q, und @,, bzw. fiir @, und @, die Neben- 
bedingungen 
— 3 — 
f en dv = ae foi do =N, (116) 


1 é 
5 BEET =Z 117 
| Op dv sara) dv (117) 


bestehen, durch die die Gesamtzahl der Neutronen bzw. Protonen im Kern 
festgelegt wird. Das Problem lasst sich also in der Form eines Variationsprinzips 
folgendermassen formulieren 


5(E + bnN + bpZ) = 0, (118) 


wo b,, und bp Lagrangesche Multiplikatoren bezeichnen und die Variation ent- 
weder hinsichtlich @, und @, oder hinsichtlich @, und @, zu erfolgen hat. Ferner 
sei bemerkt, dass fiir das elektrostatische Potential der Protonen die Poissonsche 
Gleichung 


4e 3 


AV = —4neQp = — Op (119) 


3ar* 
bestehen muss. 
Es wiirde keinerlei Schwierigkeiten bereiten das zur Bestimmung von 
, und Qp, baw. von @, und @, dienende Differentialgleichungssystem mit den 
Randbedingungen herzuleiten. Die Lésung dieses Gleichungssystems wirde 
aber zu sehr ausgedehnten und schwierigen numerischen Rechnungen fihren, 
die man umgehen kann, wenn man das Varistionsproblem mit Hilfe des Ritz- 
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schen Verfahrens direkt lést, wie wir dies im nachsten Paragraphen tun wollen. _ 


In diesem Fall geniigt es neben den Bedingungen (116) und (117) die folgenden 
' Randbedingungen zu beriicksichtigen. Erstens muss aus Symmetriegriinden der 


Anstieg der Richtungstangente von @,, und @,, bzw. @, und @, im Kernmittel- _ 


punkt gleich 0 sein, d. h. es miissen die Bedingungsgleichungen 


(22) ,=0 und (222) =0, (120) 


bzw. die Gleichungen 


(S2),..=% und (Fee). =0 (121) 


bestehen, wo r die Entfernung vom Kernmittelpunkt bezeichnet. Zweitens _ 


muss @,, und Qp, bzw. @, und @, in unendlicher Entfernung vom Kern verschwinden. 


§ 8. Der statistische Kern mit konstanter Nucleonendichte 


Bevor wir die Lésung des Variationsproblems mit Hilfe des Ritzschen 
Verfahrens in Angriff nehmen, méchten wir vorerst noch die nullte Naherung 
besprechen, deren exakte Liésung eine durchweg konstante Dichteverteilung ist. 
Zu dieser nullten Naherung gelangt man, wenn man im Ausdruck der Gesamt- 
energie (115) nur die wichtigsten Energieanteile beriicksichtigt ; diese sind 
Exund E,=E%+ EX'+ E®?. Wenn wir von den ganz leichten Kernen absehen, so 
sind alle iibrigen Energieanteile im Verhaltnis zu diesen beiden nur Korrektions- 
gréssen und kénnen in nullter Naherung vernachlassigt werden. Konsequenter- 
weise wird man dann auch die Korrektionsfaktoren k und s gleich 1 setzen. 
Ausserdem machen wir noch die vereinfachende Annahme, dass die Anzahl 


der Neutronen und Protonen gleich ist, d. h. dass N = Z = A/2 ist. Es wird 
dann 

1 
Qn = Op = 2 @ und @,=0)=20, (122) 


wo @ die gesamte Nucleonendichte bezeichnet. 


Fir die Energie dieses vereinfachten Kernmodells erhalt man 


2WKE 6A €, 
= finn Jot de— a { Flo, ) dv, (123) 
wobei w der Nebenbedingung 
. 2 
J ede = Bair | ordv = 4 (124) 


zu geniigen hat. 


| 
| 
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Das Variationsprinzip lautet nun‘ 
6(E + 6A) = 0, (125) 


wo b einen Lagrangeschen Multiplikator bezeichnet. 
Aus (125) erhalt man den Zusammenhang 


10uxe, ) 2 
Gniyr7 ot — 6Ae, et + bz a =0. (126) 


Mit Riicksicht darauf, dass a, eine Funktion von @ allein ist und der Lagrangesche 


Multiplikator b eine Konstante ist, ergibt sich hieraus, dass @, d. h. 9, konstant 
ist. 

Dieses Resultat, das wir hier aus dem Variationsprinzip hergeleitet haben, 
hatten wir auch ohne jede Rechnung erhalten kénnen. Aus dem Energieaus- 
druck (123) der nullten Naherung ergibt sich namlich, dass die Energiedichte, 
d. h, die Energie pro Volumeneinheit an jedem Ponkt nur von der Teilchen- 
dichte an diesem Punkt selbst abhangt und von der Dichteverteilung der Um- 
gebung des fraglichen Punktes villig unabhangig ist. Es ist also im Kern kein 
Punkt energetisch ausgezeichnet, es wird sich daher — in Ubereinstimmung 
mit unserem weiter oben erhaltenen Resultat — im ganzen Kern iiberall 
dieselbe Dichte einstellen und zwar diejenige, die zur tiefsten Energie fihrt. 

Mit der konstanten Nucleonendichte folgt aus der Normierungsbedingung 
(124), dass sich die Dichte nur auf eine Kugel erstreckt und ausserhalb der 
Kugel iiberall Null ist. Wenn man das Volumen dieser Kugel mit Q bezeichnet, 
so ergibt sich aus (124) die Beziehung 


2 A 


=--088=— i 
C3" ay 


Mit Riicksicht darauf, dass @ konstant ist, erhalt man mit Hilfe von 
(127) aus (123) fiir die Energie des Kerns 


2WKE 6A <€, 
ea onal w° 2 — > flo, o)Q = 
(3207)? !8r3 Te (128) 


Tn cate ot abst 2 2) 
none pagan = yy amet + (ib 20%) In (14-40%) 


— 83 arctg 20)] \ 
Der einzige frei verfiigbare Parameter in diesem Ausdruck ist A. Wenn ma 
A= 3,51 (129) 
 setzt, so erhalt man fiir das Energieminimum die Beziehung 
E, =— 0,50 Ae, = — 8,5 A MeV, (130) 
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die abgesehen von den leichtesten Kernen, durch den empirischen Befund im — 
Mittel gut bestatigt wird. 
Das Energieminimum liegt beim folgenden Wert von @ 


@ = 2,39, (131) 
dem die Dichte 


g = 0,922 — 


ae 


(132) 


entspricht. 


Fiir den Grenzradius R, bis zu welchem die Dichte auslauft, erhalt man 
mit @ = @, aus (124) 


(9a)*' 


2, 


R= Atl8r, = 0,637 Ar, . (133) 
Der Grenzradius ergibt sich also in dieser Naherung in Ubereinstimmung mit 
dem empirischen Kernradius zu A’? proportional und hat auch die richtige 
Gréssenordnung. Darauf, inwiefern es zulassig ist diesen Grenzradius mit dem 
empirischen Kernradius unmittelbar zu vergleichen, kommen wir am Ende 
des § 9 zu sprechen. 


§ 9. Berechnung der Dichteverteilung im Kern und der Energie des Kerns mit dem 
Ritzschen Verfahren 


Wir wenden uns nun der Lésung des vollstandigen Variationsproblems 
(64) mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens zu. Das Ritzsche Verfahren besteht 
darin, dass man die unbekannten Funktionen — in unserem Fall die Dichte- 
verteilungen @, und @, bzw. @, und @, — in einer den Randbedingungen ge- 
niigenden Form mit zunachst unbestimmten Parametern ansetzt. Mit diesem 
Ansatz berechnet man dann die Energie als Funktion dieser Parameter und 
bestimmt die Parameter aus der Minimumsforderung der Energie, womit sich 
das ganze Verfahren auf ein gewdhnliches Minimumproblem reduziert. Zur 
exakten Bestimmung der gesuchten Funktionen hatte man unendlich viele, 
zunachst unbestimmte Parameter einzufiihren, indem man z. B. die gesuchte 
Funktion nach zweckmassig gewablten Funktionen fi; mit zunachst unbestimmten 
Koeffizienten in eine Reihe entwickelt, also die gesuchte Funktion in der Form 
Zcifi ansetzt. Die Funktionen f; miissen dieselben Randbedingungen erfiillen, 


wie die gesuchte Funktion, kénnen aber ansonsten beliebig gewahlt werden. 
Da man im allgemeinen den Verlauf der gesuchten Funktion ungefahr kennt, 
geht man praktisch in. der Weise vor, dass man die gesuchte Funktion in einer 
Form ansetzt, die der exakten méglichst nahe kommt und kann so meistens 
schon mit einer kleinen Anzahl von Parametern die unbekannte Funktion gut 
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annahern. Das Integral, dessen Minimum man aufsucht — im vorliegenden Fall 
die Energie — nahert sich relativ rasch dem exakten Wert und zwar bedeutend 
scbneller als die approximierenden Funktionen sich der exakten Lésung an- 
passen. Die Energiewerte, die man mit den Naherungslésungen des Ritzschen 
Variationsverfahrens erhalt, liegen naturgemass héher als der exakte Energie- 
wert. 

Unser Problem ist kugelsymmetrisch, so dass wir nur eine unabhangige 
Variable, namlich die Entfernung vom Kernmittelpunkt r haben. Es erweist 
sich als zweckmAssig statt r die dimensionslose Variable 

sai ats (134) 


cv 172 
3 Tf 


einzufiihren, wo a einen Variationsparameter bezeichnet.”” 
Fiir @, und , machen wir nun folgenden Ansatz 
m m 
o,=—One > nix". @p = Ope > ypix™s (135) 
i=0 i=0 
WO nj, und @,, Normierungsfaktoren sind und die Koeffizienten y,;, sowie 
Ypi Weitere Variationsparameter bezeichnen; die Koeffizienten y,. und Ypo 
sind gleich 1 zu setzen. Die Normierungsfaktoren sind durch die Normierungs- 
bedingungen (116) und (117) festgelegt. Die Variationsparameter a, y,; und Ypi 
werden aus der Minimumsforderung der Energie bestimmt. Diese Ansatze 
erfiillen die Randbedingungen, denn einerseits geniigen die Funktionen (135), 
wie sofort zu sehen ist, den Bedingungsgleichungen (121) und anderseits garan- 
tiert der Faktor e—*" in @, und @, das Verschwinden dieser Funktionen im Un- 
endlichen. 

Fir m = 1, 2, 3,..., d.h. bei Beriicksichtigung von 1, 2, 3, ... Gliedern 
der Summen in den Ausdriicken (135) erhalt man einen schrittweise wachsenden 
Grad der Naherung. Wir beschranken uns hier auf den einfachsten Fall, bei 
dem alle Koeffizienten yp; und yp;, mit Ausnahme von Yj. und po, gleich Null 
sind. Man hat dann 


= —x* pe —x 
On = On & » Oy = Ope *- (136) 


Dies bedeutet, dass wir die Dichteverteilung der Neutronen und Protonen als 
gleich ansetzen und einen Unterschied in den Dichtefunktionen nur insofern 
gulassen, dass wir diese gemass der verschiedenen Anzahl der Neutronen und 
Protonen verschieden normieren. 

Die Ansatze (136) enthalten nur einen einzigen Variationsparameter, 
namlich den Parameter a, der gemass (134) implicite in x enthalten ist und der 
naturgemiss auch in die Normierungsfaktoren Gpo und @p, eingeht, fiir die sich 
aus (116) und (117) die folgenden Ausdriicke ergeben 


FOr = Oxy a, @po = (9x)"°Z? 8a. (137) 


3 Acta Physica 
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Der folgenden halber erweist es sich zur Abkiirzung und zur Verein- 
fachung einiger Formeln als zweckmassig die folgenden Bezeichnungen ein- 


zufihren 
Cn, = 2.0 no = 2(92) END a, (138) 
Cp =| 2ap_'= 2(9r)8Z* a; (139) 
1/3 1/3 

¢ = 9x)" AH) a = 2(9n)'8 () bf (140) 
1 

es - (cn + €p), (141) 
1 

i (Cn — ¢p)- (142) 


Es ist weiterhin zweckmassig @, und @, sowie @, und @, mit. den Para- 
metern c, bzw: cp weiterhin @,, und g, auch noch als Funktionen von r darzu- 
stellen. Es ist 


On = = Crem 5 oo aed Cpe © ~ (143) 
und 
gn 2 th tp canine ep ganas gag arsine? (144) 
30773 24a? bg Es 
1 
siknert wit ueenibcres tea Gals Sean wee ane (145) 
3a0?r3 24a0?r3 girs 


Nach all’ diesen Vorbereitungen kommen wir nun auf unser urspriingliches 
Ziel, auf die Berechnung der Energie als Funktion des Variationsparameters 
zu sprechen und zwar erweist es sich als zweckmassig statt a die zu a propor- 
tionale Grésse c als Variationsparameter einzufiihren. Wir gehen von den Formeln 
(107)—(113) aus. Die Energieanteile Ex, Ej, Ec und Eg kann man nach der 
Durchfihrung elementarer Integrationen sehr einfach als Funktion von c angeben. 


Fir Ex ergibt sich 


4-3°?xxnk | 


(3a?)5/375 a*s | (ap + @p)a* dx = 
0 


0 
de 3 aie HK 92a Ne 4 Z5/3 
20 \5) 3m)?" Asis 


Der Ausdruck 2°°(N** + Z°")/A°", der fir N= Z gleich 1 ist, lasst sich ver- 
einfachen. Wenn man den Neutroneniberschuss mit n bezeichnet, d. h. 


n=N—Z (147) 


setzt und den Ausdruck nach n/A in eine Reihe entwickelt, so erhalt man 


Ex= 


kAc*e. (146) 


_—_- 
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INB/3 + Z13 5° n 4 
gem SE 142 (F y =. (= b AS 148 
Abs 9\A f 243 \A ps ( ) 


Wenn man diese Reihe nach dem zweiten Glied abbricht und den so gewonnenen 
Ausdruck in (146) einsetzt, so ergibt sich 


Ex = a ) ae [2 +3 (=) ] kActe, = 


= 0,04630 [2 Bd = (=) kActe,. (149) 
' Fir E, erhalt man 
1/2 
py — St 1 fo, (22)'+ op (G2) | #oe= 
amr a dx 
ak 3 ey All8c2g, = 0,1297 A?*c*e,. (150) 
(18sr)*' 


Den Energieanteil Ec kann man hach einfacher Rechnung in folgender 
Form darstellen 


e 
7 See EG (4) A®!¢¢,,(151) 


E 
ied (2n)"/*r, (32)*”? (72m4) "8 


wo V(x) das durch (93) definierte elektrostatische Potential der elektrischen 


Ladungsdichte eg, = = o,, an derStelle xist. Wenn man den Faktor2Z/A mit 
0 


Hilfe von (147) und des Zusammenhanges 4 = N+ Z mit A und n ausdrickt, 
so ergibt sich 


2Z n 
—_ = _—. 152 
A it la (152) 
Nach Einsetzen in (151) folgt 
1 n 
EL. eS i 2 A5!ce, = 
C= (32)88 (72088 | Oe &; I be 
= 0,002250 [2 roe aed ae a | A®lce, . (153) 
Fiir Ep erhalt man 
a PY Laie Zt (ef tea 
Lad 32a \3 T> 
; 
=— = — (7) i Ace,. (154) 
2048 - 34? -a \ A 
3* 
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Den Faktor (2Z/A)‘ kann man nach n/A in eine Reihe entwickeln. Mit Riick- 
sicht auf den Zusammenhang (152) ergibt sich 


Cente 


Wenn man diese Reihe nach dem dritten Glied abbricht und den so oe, Bewonneaay 
Ausdruck in (154) einsetzt, so folgt 


rag 4 on 2 (n)\? 
Eo = ee A OS ae ht etce, 
: 2048 - 34/2 - x | Ju. (7) | sae 
— — 0,002423 1-24 A 156) 
| rem (3) | pa ee 


Wir haben nun noch die Austauschenergien E%,?, EY und E?? als Funktionen 
von c zu berechnen, was etwas umstandlicher ist. Aus (109), (110) und (111) 
ergibt sich mit Riicksicht auf (78) mit den Bezeichnungen (138)—(142) 


ER? = — 16 - 3°?q = = | lon, @p) x? dx = 
: : 
0 


24 (3's 1 (3x? 1 = 
=— — va (al * Ane, = r = (cats +h Cn€p) ane a & €n€p + 
a Ae @ $12... 


to g sled] a e (en + ep) [K(¢s) — K(ea)] — 
; 
— ot (en — Jenn + cp) [A(e;) — H(ca) | — 


3 3 1 3 3 
= + (teh) Ma) + > (Ge) Mea}, 


Et" 22 —A4 -3%q ea = | flon On) x? dx = (158) 
0 


6 (3's 1 [6x2/2 1 (a \? 
=—— |—], sAre, — ct, — — (=| 
(=) ¢ lee neues qr 


+ 2 Men) + - c2K(cn) — e&M(er) |, 


ERP = — 4-38 Y © | flap, 05) x*dx = 
0 


3 \'e 1 (6x? 1 pa yi? 
sAie, — = ae 
(=) ° ee : aa 2 re 


(159) 


L(cy) Re = &K (6p) — ¢pM(cp) |, 
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wo L, K, H und M die folgenden Integrale 


L(q) = ie In(1 + q’e—*') dx, (160) 
a ; 

K(q) = [ te In(1 + q?e—*) dx, (161) 
) 

H(q) = | eo In (1 + q’e—**’) dx, (162) 
0 

M(q) = (a arctg (1 + ge—*’) dx (163) 
0 


bezeichnen und der Parameter q statt Cs, Ca, €n und. c, steht. 

Fir q > 1 kann man diese Integrale geschlossen nicht auswerten, sondern 
man muss zu ihrer Auswertung numerische oder graphische Methoden anwenden. 

Wir haben die Integrale L(q), K(q) und M(q) in dem fir unsere Berech- 
nungen wichtigen Intervall 1,3 <q = 11 far 18 verschiedene g-Werte und 
das Integral H(q), das — wie wir sehen werden — in dem Ausdruck (157) nur 
eine untergeordnete Bedeutung besitzt, fir 8 verschiedene g-Werte auf nume- 
rischen Wege sehr genau bestimmt. Die Resultate sind im mathematischen 
Anhang in der Tabelle 4 dargestellt. Fir die Integrale K(q), H(q) und M(q) 
kann man einfache Naherungsformeln herleiten, fir die in dem fir die Rech- 
nungen wichtigsten q-Intervall der maximale Fehler 0,7% betragt ; das Integral 
L(q) lasst sich durch emen brauchbaren Naherungsausdruck darstellen. Wir 
kommen, hierauf ebenfalls im Anhang zu sprechen. 

Fir g =1 kann man die Integrale durch die folgenden Reihen darstellen 


L(q) = a (—1)k-! cigs qk, (164) 
ctl? = 1 

K(q) = > (lee Qk +2)" q* (165) 
qri!? 2s by 1 

HQ) = ianpaen 2” od 


qri!? 1 
— —1)k-1 ——___—___————_ q""". 167 
MQ) =" ee on, (167) 


Wir kehren nun zu den Ausdriicken (157)—(159) zuriick. Unser Ziel ist 
_ diese Ausdriicke umzuformen und E??, E%', sowie E*? als Funktionen von ¢ 
 darzustellen. Dies kann schrittweise folgendermassen geschehen. 
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Wir befassen uns zuerst mit E"? und wollen im Ausdruck von E% statt 


Cn und cy zundchst die Parameter c, und cg einfihren. Mit Riicksicht auf (138), | 


(139), (141) und (142) bestehen die Beziehungen 
C, = C5 = Cy und Cp = Cs; — €g (168) 


mit denen man die in (157) vorkommenden nachstehenden Ausdriicke folgender- 
massen umformen kann 


3 3 4 4a 
Cn€p + Cn€p = 2c; — 2eq, 
2 2 
CnCp = Cs — Ca, 


en + ep = 2¢5 + 2c, 


Ca + Cp — 2encp = 16c5c4, ist 
Ch + ep = 265 + besc4 
eS cp = 6cicg + 2c9. 
Wenn man zur Abkirzung die Bezeichnungen 
36 (3)? 1 [6n'*? 1 (a ye 1 
F = — as (tae ae pai 2 Suh 
bah se) gm gna © ag pppoe Meta ahh = 
B , f ( 0) 
+ | ¢K(q)— @M(q) |; 
nb 12, pid PE Lap bho, 3 1 |: 
sa==(=) glpeHotema—lerx@| am 


einfihrt, so kann man E%,? mit den Zusammenhangen (169) wie folgt schreiben 


pe = [2 (a2 (2) Mee © (%)'s10) + 


c 


2 
a “ (=) S(ca) | Ahe,. (172) 

Eine wesentliche Vereinfachung dieses Ausdruckes kann mit Riicksicht 
auf die folgenden beiden Umstande erfolgen. Erstens ist von den in diesen Aus- 
druck eingehenden Parametern ¢, c_ und cq der Parameter cg von kleinerer 
Gréssenordnung als c, und c, die von gleicher Gréssenordnung sind; und 
zwar ist durchweg cq/c =< 1/,); fir N = Z verschwindet cg. Zweitens ist in dem 
fiir die weiteren Berechnungen wichtigen Bereich (c 6,5) der Parameter 
cq stets kleiner als 1. Mit Riicksicht auf all’ das lasst sich E%4? nach Potenzen 
von ¢q/c in eine rasch konvergierende Reihe entwickeln, die man, wie sich zeigt, 
ohne einen merklichen Fehler zu begehen schon nach dem Glied mit (cq/c)? 
abbrechen kann. 


ae. = (eee ee 
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Wie man sich leicht tberzeugt, ist das wesentliche Glied in (172) das erste 
Glied, die drei nachstehenden Glieder sind Korrektionsglieder.” Wir wollen 
nun zunachst diese Korrektionsglieder nach cq/c entwickeln. 

Beim zweiten Glied in (172) geht die Entwicklung von F(ca) auf die Ent- 
wicklung von L(cq), K(cq) und M(cq) guriick, die an Hand der Formeln (164), 
(165) und (167) vorgenommen werden kann. Es ergibt sich, dass in F(cq) das 
erste nicht verschwindende Glied von der Gréssenordnung cist. Mit Riicksicht 
hierauf wird das zweite Glied in (172) von der Gréssenordnung c4(cq/c)* und 
ist neben dem ersten Glied ginzlich unbedeutend, kann also gestrichen werden. 

Das dritte Glied in (172) muss nicht eigenst nach caje entwickelt werden, 
da es cq nur in dem Faktor (cq/c)* enthalt, Man kann aber hier — da es sich nur 
um ein Korrektionsglied handelt — noch die Vereinfachung durchfihren, dass 
man in diesem Glied statt c, iiberall c setzt. Die Differenz von c, und c ist namlich 
jm wesentlichen zu cy proportional,” der Unterschied zwischen c, und c wirde 
sich also in diesem Korrektionsglied nur in einer zu (cqle)* proportionalen Kor- 
rektion dussern, die vernachlassigt werden kann. Wir haben also 


€; °(Ca\* (a 2 
os (=) S(c,) = (=) S(c). (173) 

Im vierten Glied in (172) kann man die Integrale K(cq), H(ca) und M(ca) 
wieder mit Hilfe der Formeln (165)—(167) nach cq entwickeln. Mit Riicksicht 
darauf, dass man auch hier, gerade so wie im dritten Glied in (172) c, = ¢ setzen 
kann, ergibt sich nach einfacher Rechnung 


Ca (ts \e See Ca)? 
4 (2) sed) = ve (J) a 
mit 
1/2 1/2 ‘, a 
eat (=) 3a? _ 27 - 3'* _ 0.93037. (175) 
Ese To ee lon 


Das nachste nicht verschwindende Glied in der Entwicklung des auf der linken 
Seite von (174) stehenden Ausdruckes ware das Glied mit (cq/c)*, das aber neben 
dem auf der rechten Seite von (174) stehenden Glied unbedeutend ist. 


Mit Beriicksichtigung all’ dieser Resultate ergibt sich also aus (172) 
pro & (“)' F(c,) Ake, + [S(e) — te] (4) Ane : (176) 
A 3 c S. 0 a 0 


Bevor wir in diesem Ausdruck F(c;) von der Variable c, auf die Variable c 
transformieren, ist es zweckmAssig auch die Energieanteile E% und E®? in Betracht 
zu ziehen und diese Transformation dann im Ausdruck der gesamten Austausch- 
energie durchzufihren. 


368 P. GOMBAS 


Die durch (158) und (159) definierten Energieausdriicke EX’ und E2? 
lassen sich mit der Bezeichnung (170) in folgender Form schreiben 


Bea (a: nee EDs 
By =—+ (%)' Fen) Arey, EY =——= (2) F(cp) Ade. (177) 


Mit Hilfe der Beziehungen (168) kann man diese Ausdriicke von den Variablen 
c, und ¢, auf die Variable c, transformieren und zugleich EX’ und f EY nach 
cqa/c in eine Reihe entwickeln, die wir wieder nach dem lied mit (cg/c)? ab- 
brechen. Nach einfacher Rechnung folgt 


Ey + EP =—3 () Fle) 4ae,— [F(c) + eF’ (<) + 5 etF” (91(% ) Arey; 
(178) 


hier ist wieder das erste Glied das wesentliche und das zweite das Korrektions- 
glied, in dem geradeso wie in (173) und (174) wieder c; = c gesetzt wurde ; 
F’ und F” bezeichnet die erste bzw. zweite Ableitung von F(c) nach c. Im 
Korrektionsglied wurde der Korrektionsfaktor s mit 1 gleichgesetzt. 

Mit (176) und (178) kénnen wir nun die gesamte Austauschenergte fol- 
gendermassen darstellen 


E,= EY + ey + EY =—(3+4)(%) Fle)anea + 
, (179) 


+ | S()— re [F(c) + cF(c) + ret" 1} (24) Ares. 


Wir miissen also das erste Glied noch von der Variable c, auf die Variable c 
transformieren. 

Bevor wir diesen letzten Schritt tun und mit Hilfe der Identitat c, = c + 
+ (cs—ce) das erste Glied auf der rechten Seite in (179) nach der kleinen 
Griéste (c; —c)/c in eine Reihe entwickeln und zugleich statt c, die Variable 
c einfihren, ist es zweckmassig cy/c und (c,;—c)/c mit dem Neutroneniiber- 
schuss m = N—Z und der Massenzahl A = N+ Z darzustellen, was in einer 
sehr einfachen Form geschehen kann. 


Hierzu driicken wir N und Z durch n und A aus ; man hat 


1 1 
N=>(4+m), Z= 5 (4—n). (180) 


Wenn man diese Ausdriicke in (138) bzw. (139) einsetzt, N’/* bzw. Z’/? nach 
n/A in eine Reihe etwickelt und die Reihe nach dem in n/A linearen Glied 
abbricht, so folgt fiir cg/c 


Ca Cn — Cp 


_ (181) 


rS 
bo 

° 
wile 
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Das nachste nichtverschwindende Glied der Entwicklung ware von der Gréssen- 
ordnung (n/.A)* und kann vernachlassigt werden. 

Zur Berechnung von (c;—c)/c entwickeln wir ganz ahnlich wie zuvor Cc; 
nach n/A in eine Reihe. Wenn man die Reihe nach dem Glied mit (n/A)* ab- 
bricht, so hat man 


eHintancsGt ™ 
oo Vinal os 


Das nachste nichtverschwindende Glied der Entwicklung ist zu (n/A)* propor- 
tional und kann vernachlassigt werden. Wahrend also cg/c zu n/A proportional 
ist, erweist sich (c,—c)/c zu (n/ A)’ proportional. 


Mit Riicksicht hierauf und auf unsere Festsetzung, dass wir im Energie- 
ausdruck Glieder von kleinerer Gréssenordnung als (cae)? wo (n/A)*? ver- 


nachlassigen, kénnen wir die Entwicklung des Energieausdruckes (179) nach 
¢;—c nach dem in c, — c linearen Glied abbrechen. Es lasst sich also der von 
c, abhangige Anteil des ersten Gliedes in (179) folgendermassen darstellen 


[fete 9 br — 5eF0( 


In diesem Ausdruck ist das erste Glied das wesentliche, die Glieder, die (n/A)* 
_ enthalten, sind Korrektionsglieder. 
‘ Nach Einsetzen dieses Ausdruckes in (179) kann man im Korrektionsglied 
_ wieder den Korrektionsfaktor s mit 1 gleichsetzen. Wenn man weiterhin in dem 
_ so gewonnenen Ausdruck cg/c mit Hilfe von (181) durch n/A ausdriickt, so 
 erhalt man schliesslich fiir E,4 als Funktion von c den Ausdruck 
oes ie 1 n\? 

Be —— |— + —| F(c) AA 5 [S-t 2F()— =e F*()| (7) Aden. 

n= — (+5) Fd sre + 5 [Slee 2RO— Ge FO (g 
(185) 

Die fiir diese Energie ausschlaggebende Funktion F(c) ist fir 18 verschiedene 

b c—Werte bis zu 4 Stellen genau in der Tabelle 4 im Anhang angegeben. 


2 


(184) 


Durch einige orientierende Berechnungen lasst sich leicht feststellen, dass 
die aus der Minimumsforderung der Energie zu bestimmenden c -Werte von 
den ganz leichten bis zu den schwersten Kernen alle in das Intervall 


5,4~<¢~<7,5 (186) 


fallen ; wir kénnen uns also im folgenden auf die c -Werte dieses Intervalles 
beschranken. Zur Vereinfachung der Rechnungen kann man nun so vorgehen, 
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dass man die Funktionen F(c) und S(ec), die die Integrale (160)—(163) ent- 
halten, in diesem Intervall durch méglichst einfache Funktionen approximiert. 
Die Approximation von Fc) hat man mit besonderer Sorgfalt durchzufihren, 
denn durch F(c) wird der wesentliche Anteil von E, dargestellt. Es zeigt sich 


nun, dass gerade diese Approximation sehr einfach durchzufihren ist ; da F(c) 
im Intervall (186) angenahert linear verlauft. Man vgl. hierzu Fig. 2, in der 


Fic) 


Fig. 2. Verlauf der Funktion F(c). 


: 
| 
F(c) graphisch dargestellt ist. Man findet, dass man — ohne einen merkliche 
Fehler in den Resultaten zu begehen— die beiden Funktionen in folgender Fori 
darstellen kann 


F(c) = aje* + a,c + as, (18) 
S(c) = b,c? + b,c. (18) 
Fiir die Koeffizienten, ergibt sich mit der Methode der kleinsten Quadrate 
a, = 0,006238, b, = 0,05375, | | 
a, = 0,09723, b, = 0,93456. | (18 
a, = — 0,1858, 


i’ 
‘ 
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i dieser Wahl der Koeffizienten approximieren im Intervall (186) beide 
olynome die exakten Funktionen ganz ausgezeichnet ;** der maximale Fehler 
st in beiden Fallen kleiner als 0,2. Es sei noch erwahnt, dass im Korrektions- 
jlied von EF’, die zweite Ableitung von F(c) eingeht, und fiir diese die Approxi- 
Ration naturgemass schlechter ist als fiir F(c). Dies ist jedoch — da es sich 
‘ur um ein Korrektionsglied handelt — nicht von Bedeutung. 


Mit den Funktionen (187) und (188) und nach Einsetzen des Wertes 


=1-— fur den Korrektionsfaktor ergibt sich nun EF, 1m Intervall (186) 


n folgender endgiiltiger Form 


Ba=—{(1 (are? + xe + as) — 5 [ (Fo + baler + 


a sees 2a, (+) }4re = 
3 A! (190) 
== | ( aa = (0,006238 c? + 0,09723 ¢ — 0,1858) — 


2 
—(0,007127 c? + 0,02208 c — 0,04129 (4) Anke. 


| Durch Summation der Energieausdriicke (149), (150), (153), (156) und 
190) kann man die Gesamtenergie E des Kerns als Funktion von c in folgender 
‘orm darstellen 


E= Ex + E,+ E, + Ec + Ep = (Pic? — Pac + Ps) Aes, (191) 
‘0 P,, P, und P, nur von der Massenzahl A und vom Verhiltnis n/A abhangige 
/.onstanten von der folgenden Form sind 

Oa\e n 


Pease rcatetea(sf, mont n[gy 0% 


1 
» = 0,04630 — 0,0062380 A + 0,1297 as — (0,1852 — 0,004.159 A) Zz 


yt | 

* , = 0,02572 + 0,007127 4 — 0,1029 “ 

i 1 

‘ | = 0,09723 2 + 0,002423 — 0,002250 4** — 0,06482 2 — 
| =—0,003231 + 0,004500 42%, (193) 
i} = — 0,02208 A + 0,00054 — 0,002250 4?*, 
"9 : 


y/o = 0,1858 A — 0,1239 A = 
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one ona 


wobei bemerkt sei, dass wir fir den Korrektionsfaktor kden Wert k = 1—- 


einsetzen. Die Gréssen a, @,, By, By, By Yo und y, sind also Funktionen von - 
allein. In den Ausdriicken P,, P, und P, sind die Glieder, die n/A oder (n/A) 
enthalten, wieder Korrektionsgréssen, die mit verschwindendem Nenana 


iuberschuss verschwinden. 
Die Bestimmung des Variationsparameters c geschieht aus der Minumam 


forderung von E also aus der Gleichung 


Ene Spe en (194 
dc | 
aus der = 1 
¢=— (195 
2P3 

folgt. 

Mit diesem Wert vonc erhalt man fiir das Minimum von Eden Ausdruc 
2 

Pas (2-»)) ee (191 
4P, N 


der geradeso wie c, noch eine Funktion von A und n/A ist. 


j 
§ 10. Resultate fiir die Kernenergie und fiir die Dichteverteilung im Kern } 


Die Energie des Kerns wird durch E, dargestellt: Nach Einsetzen d) 
Ausdriicke (192) und (193) in (196) erhalt man E, als Funktion der Massenza) 
A= N-+ Z und des Neutroneniiberschusses n = N — Z, Fir ein vorgeben 
A ist also die Kernenergie immer noch eine Funktion von n, die die Energ 
der Isobaren mit der Massenzahl A darstellt. Das Minimum dieser Funktir 
entspricht dem stabilsten Isobar mit der Massenzahl A. 

Die Reihe dieser stabilsten Kerne, d. h. diejenigen n-oder Z -Wert 
bei denen fiir die vorgegebenen A-Werte das Minimum der Energie liegt, erhé 
man aus der Forderung 

dE 
. (=), he cL 


2 \ 8n 


Um hieraus Z als Funktion von A zu berechnen, entwickeln wir E, nach nj 
in eine Reihe, die wir nach dem Glied mit (n/A)* abbrechen. Es ergibt sii 


1 Bs 41 1 
By =— [Fe — yet 5 4 Ls 
4 2a dy A arava, 


athagy:) (=)"] Ace (1g 


, : ae 
L 


ry 
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Jenn man diesen Ausdruck, in (197) einsetzt, die Differentation nach n aus- 
ihrt und nachher statt n definitionsgemass N—Z setzt, so erhalt man 
ir die Ordnungszahl der stabilsten Kerne den Ausdruck 


Gaels cot (199) 
AB? + 2AoHoB 2 — 2285 — 4aty, 2 


bar —(1 


Ja die so berechnete Ordnungszahl Z,,, nicht ganzzablig ist, wird man als 
)rdnungszahl Z des stabilsten Kerns mit der Messenzahl A die zu dieser Zahl am 
aachsten liegende ganze Zahl und als Neutroneniiberschuss den mit diesem 
yanzzahligen Z aus der Beziehung n = A — 2Z berechneten n-Wert betrachten. 

Mit Hilfe dieses Zusammenhanges kénnen wir fiir jeden A-Wert fiir den 
stabilsten Kern die Ordnungszahl Z oder den Neutroneniiberschuss n = A—2Z 
berechnen. Die Energie E,, der stabilsten Kerne erhalt man, wenn man fir 
jedes vorgegebene A die Energie mit den so bestimmten auf ganze Zahlen 
abgerundeten n-Werten aus (196) mit Hilfe von (192) und (193) berechnet. 


Allerdings kann man diese Berechnungen nur dann durchfiihren, wenn 
man die noch immer unbestimmte Konstante A festlegt. Wir haben diese so 
gewahlt, dass die berechneten Energien der stabilsten Kerne von den ganz 
Jeichten Kernen bis zu den schwersten die méglichst kleinste Abweichung von 


‘den entsprechenden empirischen Werten zeigten. Wir wahlten fiir A den Wert 
‘ A = 4,140 (200) 


mit dem unsere Forderung in sehr befriedigender Weise erfullt wird. Dass der 
‘hier erhaltene A-Wert grésser ist, als der fir das Kernmodell mit konstanter 
‘Dichte im § 8 erhaltene, ist eine Folge dessen, dass dort die Abstossungesener- 

gien E, und E- vernachlassigt wurden, wabrend diese bei der hier durchge- 

fabrten genaueren Berechnung in Betracht gezogen sind, demzufolge man 
| diese durch eine gréssere Anziehungsenergie, d.h. einen grésseren A-Wert kom- 
pensieren muss. 

Die auf ein Teilchen entfallenden berechneten mittleren Energien E,/A 
der Kerne, die fiir ein vorgegebenes A die tiefste Energie besitzen (stabilste 
Isobare), sowie die entsprechenden empirischen Werte,”4 weiterhin die c,-Werte 
| far diese Kerne, die wir mit c,, bezeichnen, sind in der Tabelle 1 zusammen- 
| gestellt ; E,./A als Funktion von A ist ausserdem in Fig. 3 zusammen mit den 
_ empirischen Werten auch graphisch dargestellt. Als empirische mittlere Kern- 
- energie fiir ein vorgegebenes A haben wir die auf ein Teilchen entfallende mittlere 

Energie des stabilen Kerns mit tiefster Energie angegeben ; fur solch’ einen 

A-Wert, fiir den keine stabilen Kerne existieren, ist die auf ein Teilchen ent- 

-fallende mittlere Energie des instabilen Kerns mit tiefster Energie angefihrt. 

‘Wie man aus einem Vergleich sieht, stimmen die berechneten Energien mit 

den empirischen sebr gut iiberein. Fir die mittelschweren und schweren Kerne 


| 
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ist die maximale sisiciine der berechneten Energie von der empirischer 
durchweg kleiner als 7% ; fiir die leichten Kerne kann die statistische Theori 
naturgemass nur einen Mittelwert der stark schwankenden empirischen Resul 
tate liefern, was von der Theorie auch tatsachlich vorziiglich geleistet wird 
Durch die weiter oben erwahnte Abrundung der aus (199) berechneten Zy 
-Werte machen sich im Energieverlauf bei den ganz leichten Kernen — wi 
die Energiedifferenz zwischen den einzelnen Gliedern einer Isobarenreihe relatiy 


A— 
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Fig. 3. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie E)/A als Funktion von A, fiir die mal 
die fiir ein vorgegehenes A die tiefste Energie besitzen. 
© berechnete Werte, } 
@ empirische Werte fiir stabile Kerne, 
@ empirische Werte fiir instabile Kerne. 


gross ist — Schwankungen bemerkbar, und zwar liegen die auf ein Teilche: 
entfallenden mittleren Energien E,,/A der stabilsten Isobare mit nacheinande 
folgenden A-Werten auf keiner glatten Kurve, sondern sie liegen fiir gerad. 
Massenzahlen etwas tiefer und fiir ungerade etwas hdher als es dem glatte: 
Verlauf entsprechen wiirde. 


Die Ursache dessen, dass die Theorie auch fir leichte Kerne zu so gutei 
Resultaten fiihrt, ist im wesentlichen darin zu suchen, dass wir einerseits de; 
Ausdruck der kinetischen Energie korrigierten, wodurch dieser fir A =: 
in den exakten wellenmechanischen Ausdruck iibergeht und anderseits auch ai 
der Austauschenergie gleicher Teilchen eine Korrektion anbrachten, die de: 
Selbstaustausch der Teilchen eliminiert. 


Bei der Beurteilung der Resultate ist hervorzuheben, dass wir diese mi 
Hilfe nur eines einzigen empirischen Parameters, des Parameters A, erzielten 

Mit den Ausdriicken (193) hat die Energieformel (196) nur fir A = 
Giltigkeit. Man kann nun, mehr zur Orientierung die Berechnungen auch au 
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| TABELLE 1 


Vergleich der berechneten Kernladungszahlen und Kernenergien mit den empirischen 
Werten fiir die Kerne, die fiir ein vorgegebenes A die tiefste Energie besitzen. Sofern fiir ein 
vorgegebenes A der Kern mit der empirisch tiefsten Energie mangels experimenteller Daten 
nicht festzustellen ist, sind die Kernladungszahlen aller stabilen Isobare angefiihrt ; die Kern- 
Jadungszahlen der instabilen Kerne sind eingeklammert. Die Energien sind in in MeV-Einheiten 


angegeben. 
— 
| 
Ei Theoretisch Empirisch 
C00 Zep Zz; — Eyo/A Z — E,/A 
4 5,546 1,97 2 4,769 2 7,05 
5 5,254 2,45 2 4,098 (2) 5,48 
6 5,556 2,94 3 5,039 3 5,32 
1 5,470 3,42 3 4,891 3 5,59 
8 5,680 3,91 4 5,516 (4) 7,039 
9 5,660; 4,39 4 5,542 4 6,442 
10 5,814 4,87 5 5,972 5 6,443 
ll 5,822 5,35 5 6,072 5 6,709 
12 5,938 5,83 6 6,372 6 1,515 
13 5,959 6,30 6 6,506 6 1,435, 
14 6,050 6,78 a 6,718 1 T,A1T 
15 6,077 7,26 q 6,871 7 7,671 
16 6,149 1,73 8 7,015 8 7,948 
| 17 6,180 8,21 8 7,177 8 1,724 
20 6,316 9,62 10 7,498 10 7,999 
21 6,350 10,09 10 7,663 10 7,933 
28 6,540 13,37 13 8,203 14 8,426 
40 6,803 18,89 19 8,788 18 8,556 
4l 6,796 19,35 19 8,804 19 8,551 
52 6,928 24,33 24 9,040 24 8,830 
60 7,010 27,90 28 9,126 28 8,752 
64 7,042 29,67 30 9,141 28 8,760 
80 7,113 36,67 37 - 9,130 34; 36 = 
96 7,150 43,52 44 9,019 40; 42; 44 — 
100 7,134 45,21 45 8,984 425 44 — 
110 7,132 49,40 49 8,873 46; 48 — 
120 7,157 53,53 54 8,759 50; 52 — 
125 7,153 55,58 56 8,697 52 — 
140 7,135 61,64 62 8,494 58 — 
160 7,105 69,52 710 8,209 64; 66 8,202 
170 7,059 73,39 13 8,051 68; 70 = 
180 7,042 17,19 11 7,907 12; 74 — 
200 7,005 84,63 85 7,610 80 = 
209 6,972 87,90 88 1,473 83 1,199 
215 6,951 90,05 90 7,384 (85) 7,719 
220 6,941 91,83 92 7,308 (86) 7,669 
240 6,879 98,78 99 7,014 (96) 7,496, 
242 6,854 99,46 99 6,973 (96) 7,488 


die Kerne A < 4 ausdehnen, wobei man zu beriicksichtigen hat, dass fir A <= 4 
der durch (103) und (104) definierte Korrektionsfaktor k gleich Null zu setzen 
ist. Bemerkenswerterweise fihren diese Berechnungen zu keinesfalls unsin- 
nigen Resultaten, was den weiter oben erwahnten beiden Korrektionen zuzu 
schreiben ist. 


5 
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In der Tabelle 1 haben wir auch die mit Hilfe von (199) fir die stabilsten 
Kerne berechneten Z,/-Werte angefiihrt, die — wie schon erwahnt wurde — im 
allgemeinen keine ganzen Zahlen sind. Die theoretischen Z-Werte, d. h. die 
zu Zp am nachsten stehenden ganzen Zahlen sind in der vierten Spalte der 
Tabelle zu finden. Zum Vergleich haben wir in der Tabelle auch die empirischen 


Ordnungszahlen” der stabilsten Isobare angegeben ; sofern das stabilste Isobar — 


mangels experimenteller Daten nicht festzustellen ist, sind die Ordnungs- 
zahlen aller stabilen Isobare angefiihrt. Ein Vergleich der theoretischen 


Z-Werte mit den empirischen fiihrt auch hier zu einem sehr befriedigenden | 
Resultat ; die maximale Abweichung der berechneten Ordnungszahlen von den | 


empirischen betragt weniger als 8°%. 

Ausser den hier angegebenen Resultaten ist noch die Grésse der einzelnen: 
Energieanteile von Interesse, aus denen sich die Energie der Kerne zusammen- 
setzt. Diese sind ebenfalls fiir die stabilsten Isobare in der Tabelle 2 zusammen- 
gestellt. Wie aus diesen Daten zu sehen ist, sind mit Ausnahme der leichtesten 
Kerne die wesentlichsten Energieanteile E,und Ex, die Energieanteile E,, Ec 
und besonders Ep fallen im Verhaltnis zu diesen bedeutend geringer ins Gewicht. 
Eine Ausnahme bilden nur die ganz leichten Kerne, fiir die neben FE, nicht Ex, 
sondern EF, das wesentlichste Glied darstellt. Es sei noch bemerkt, dass von den 
Energieanteilen E, und Ec, der erstere fiir leichte und der letztere fir schwere 


TABELLE 2 


Die Gesamtenergie der Kerne und die Anteile, aus denen sich diese zusammensetzt fiir ver- 
schiedene Kerne. Alle Energien in MeV-Einheiten. 


- ent 


2 128,012 107,726 19,060 
Ay 147,935 104,155 20,475 
3 205,457 123,770 30,219 
3 234,623 126,266 34,212 
4 293,192 101,638 142,359 44,111 
4 328,799 127,038 147,039 49,850 
5 388,030 159,736 160,673 59,689 
6 488,073 222,170 178,107 76,438 
8 699,63 331533 210,20 112,24 
10 922,27 502,90 239,00 149,95 
19 2113,87 1313,80 349,14 351,47 
28 3343,73 2172,66 424,43 547,53 
80 37 4573,39 3037,24 480,87 730,47 
100 45 5739,13 386894. 521,12 898,40 
120 54 6930,5 4705,1 357,4 1051,1 
140 62 8038,4 5492.4 583,2 1189,2 
160 9116,0 6255,7 604.6 1313,2 
180 ck 10083,0 6953,0 617,7 1422,7 
200 85 11102,7 7668.8 633.1 1522,4 
220 12006,3 8316,8 641,6 1607,7 
240) 99 12883,4 8943.8 648.7 1660.8 1682.7 


; 
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Kerne eine relativ gréssere Bedeutung besitzt, wie dies auch aus den Formeln 
(150) und (151) unmittelbar zu sehen ist, da hiernach wegen des praktisch 
konstanten Wertes von c die Energie E, zu A’ und die Energie Ec zu A’® pro- 
portional ist. 


Fig. 4. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie E,/A als Funktion von A fiir die Iso- 
bare A = 16. 


Man kann natiirlich diese Berechnungen, die wir hier fiir die stabilsten 
Isobare durchfihrten, auf beliebige andere Kerne ausdehnen. Wir kénnen z. B. 
die Energie der Glieder einer Isobarenreihe berechnen, indem wir A konstant 
halten und die Energie fiir verschiedene vorgegebene Werte von Z bestimmen. 

hla haben dies fiir eine kleine, eine mittlere und eine grosse Massenzahl und 
uwar fir A = 16, A= 80 und A = 200 durchgefihrt und die Energiekurven 
in den Figuren 4, 5 und 6 dargestellt. Wie aus einem Vergleich der 
PKurven zu sehen ist, verlauft die Energiekurve der schweren Isobare vedeutend 
lacher als die der leichten. Das Minimum der Energie liegt fiir die Isobare 


& 
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A= 16 bei Z — 8 far die Isobare A = 80 bei Z = 37 und fir die Isobare 


A = 200 bei Z = 86. Dass der letztere Z-Wert von dem aus der Formel (199) 
bestimmten Z-Wert — der in der Tabelle 1 angegeben ist — um rund 1% abweicht, 
ist eine Folge dessen, dass die Formel (199) aus der Entwicklung (198) des Ener: 


Zz-— 
_g2!_32_33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 


Fig. 5. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie E,/A als Funktion von A fiir die Iso-| 
8 


are A = 80. 


Z— 
20° 83 84 85 86 87 88 89 90 


Fig. 6. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie E,/A als Funktion von A fiir die Iso-: 


bare A = 200. 


gieausdruckes (196) hergeleitet wurde, wahrend den hier durchgefiihrten Berech- 
nungen der vollstandige Energieausdruck (196) zugrunde liegt. 

Wir kommen nun auf die Dichteverteilung der Nucleonen im Kern zu 
sprechen. Mit den Gleichungen (144) und (145) und mit Riicksicht auf die 


- 
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| Beziehungen (138)—(140) lasst sich die Dichteverteilung aller Nucleonen 
_ (Neutronen + Protonen) folgendermassen darstellen 


r 


OQ = On + ep = oe3* = ee (A) ’ (201) 


wo 


ta ep 2 


~~ 24n%rs 120s 


Qo ( 202) 


| die Nucleonendichte im Kernmittelpunkt ist. Fir die Parameter c und a sind 
die dem Energieminimum entsprechenden Werte dieser Parameter c¢, und a, 
einzusetzen, wo zwischen a, und c, gemass (140) der Zusammenhang 


aus c. 
a, = ——— 
2(9ac)2/* .A*!® 


| besteht. Nach (202) ist also @, zu c® proportional und zwar mit einem von A 
unabhangigen universalen Proportionalitatsfaktor. 

Die Werte von c,, sind fiir mehrere stabilste Isobare in der Tabelle 1 zusam- 
mengestellt. Wie man sieht, ist c,, fiir die mittelschweren und schweren Kerne, 
d. h. etwa fir A > 50 von A praktisch unabhangig und zwar zeigt Coq fiir diese 
Kerne von dem Wert c,, 7,0 eine maximale relative Abweichung von nur 
eca. +2%. Zufolge dieses Verhaltens von Cg, fiir A > 50 ergibt sich, dass fir 

| diese Kerne auch die Nucleonendichte im Kernmittelpunkt, @,, praktisch kon- 
| stant ist und von dem Wert 


3 
Oo = T9994 = 1,16 - 10° em? (204) 
120773 ike 


(203) 


eine maximale relative Abweichung von nur cca. 6% aufweist. In dem Gebiet 
A = 50 weist @, ein sehr flaches Maximum bei 4 = 120 auf. Von A = 50 bis 
A=A< ist die Abhangigkeit der Nucleonendichte im Kernmittelpunkt von der 
Massenzahl bedeutend starker und zwar fallt 9, in Richtung kleinerer Massen- 
zahlen monoton ab und erreicht bei A = 4 cca. die Halfte des Wertes (204). 
Man vgl. hierzu die in der Tabelle 3 angegebenen Werte von 9,. Fiir ganz leichte 
Kerne machen sich im Verlauf von 0, als Funktion von 4 Schwankungen 
bemerkbar, und zwar liegen die Werte von g, fiir gerade A etwas héher und fiir 
ungerade etwas tiefer als es dem glatten Verlauf entsprechen wiirde. Der Grund. 
hierfiir ist derselbe, wie im Falle der auf S. 374 besprochenen Schwankungen 
der mittleren Energien. 

In der weitgehenden Konstanz der Nucleonendichte im Kernmittelpunkt 
fiir mittelschwere und schwere Kerne kommt das bekannte empirische Kern- 
gesetz zum Ausdruck, dass fiir diese Kerne die Nucleonendichte im Kerninneren 


von der Massenzahl unabhangig ist. 


- 
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Nach diesen Feststellungen wollen wir uns mit dem Dichteverlauf der 
Nucleonen in verschiedenen Kernen und in Zusammenhang damit mit der 
Berechnung der Kernradien befassen. Die Dichte g als Funktion von r haben 
wir fiir einen leichten, einen mittelschweren und einen schweren Kern und zwar 


fiir die Kerne mit den Massenzahlen 16, 80 und 200 in Fig. 7 dargestellt. 
Ausser der Dichte @ ist noch die radiale Dichteverteilung 


D = 4axr’ 0 (205) 


von Wichtigkeit, die wir ebenfalls fiir die Kerne mit den Massenzahlen 16, 80 
und 200 in Fig. 8 dargestellt haben. Wahrend 0 die Anzahl der Nucleonen in der 


4 3 2 1 Oo) 7 2 3 4 


<—r r— 


Fig. 7. Die Nucleonendichte @ als Funktion von r fiir die Kerne A = 16, Z= 8; A = 80, 
Z= 37; A= 200, Z = 85. Die neben den Kurven stehenden Zahlen sind die Massenzahlen 
der betreffenden Kerne. 


Fig. 8. Die radiale Nucleonendichte D als Funktion von r fiir die Kerne A = 16,Z = 8; A = 80, 
Z = 37; A= 200, Z= 85. Die neben den Kurven stehenden Zahlen sind die Massenzahlen 
der betreffenden Kerne. 


Volumeneinheit ist, gibt Ddr die Anzahl der Nucleonen, die sich zwischen den 
Kugelflichen mit den Radien r und r + dr befinden. 

Nachdem wir uns iiber den Dichteverlauf und die radiale Dichteverteilung 
der Nucleonen in leichten, mittelschweren und schweren Kernen orientiert 
haben, kommen wir auf den Kernradius zu sprechen, dessen Definition bei 
weitem nicht so einfach ist, wie dies in einigen Arbeiten angenommen wird. 


mitt 
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Im Falle einer vollkommen konstanten Kerndichte pflegt man als Kernradius 
denjenigen Radius zu definieren, bis zu welchem die konstante Kerndichte 
auslauft und der sich nach (133) zu A" als proportional erweist. In diesem Fall 
ist also der Kernradius der Radius der mit Nucleonen homogen gefillten Kugel. 
Wenn wir von dieser Definition ausgehend als Kernradius ganz allgemein den- 
jenigen r-Wert definieren, fir welchen — bei Anndherung an den Kern — die 
Kerndichte betrachtliche Werte anzunehmen beginnt, so bieten sich in unserem 
Falle, wo die Nucleonendichte — im Gegensatz zum eben erwahnten Fall der 
konstanten Dichte — nicht unstetig, sondern stetig auf Null abfallt zur Defini- 
tion eines Kernradius mehrere Méglichkeiten, von denen wir zwei, die uns am 
besten begriindet erscheinen, besprechen wollen. 

Die eine Méglichkeit besteht in der Annahme, dass der Kernradius R zu 
dem statistischen Mittelwert von r proportional ist. Fur den statistischen 
Mittelwert von r ergibt sich mit Riicksichbt auf (201), (202) und (140) 


a ae oS y 3 1/8 1 
r= 23 roedv = il or dr = Fits I cea teats Lagi 4{—} oy A*®r,. 
A: A 0 A 0 20 0 (206) 


Wenn wir uns auf die stabilsten mittelschweren und schweren Kerne beschran- 
ken, so kénnen wir hier fiir ¢, mit einem maximalen Fehler von 2°, den Wert 
Co = 7,0 einsetzen, mit dem sich 


7 = 0,447 A**r, (207) 


ergibt. Fir A = 80 und A = 200 erhalt man hieraus 7 = 1,92 r, baw. = 2,61 15. 
Wie man sich an Hand der Fig. 7 iberzeugt, ist bei diesen Entfernungen die 
radiale Nucleonendichte bei weitem noch nicht abgeklungen, sondern besitzt 
noch einen betrachtlichen Wert, demzufolge r unserer Definition des Kernradius 
nicht enspricht. Wie man ebenfalls aus der Fig. 7 sieht, wurde aber unsere 
Definition des Kernradius eine zu T proportionale Lange, etwa das 2-fache von Tr, 
sehr gut entsprechen. Man hatte dann also 
= Bits las 
= gis) deg 208 
R r 8 (5-} = A}r,, (208) 
woraus man fir mittelschwere und schwere Kerne mit ¢) = Coo S2 7,0 den 
Ausdruck 
= R = 0,894 4*"r, (209) 
erhalt. Mit Ausnahme der leichten Kerne wiirde sich also der Kernradius zu 
A's proportional ergeben. Fur leichte Kerne besteht aber diese Proportionalitat 
nicht, da man dort €,, nicht mehr als konstant betrachten kann; man vel. 
hierzu die in der vierten Spalte der Tabelle 3 gusammengestellten R-Werte, 
die aus (208) mit den in der Tabelle 1 angegebenen ¢,.-Werten berechnet wurden. 
Die andere Méglichkeit einen Kernradius im oben erwahnten Simne zu 
definieren, besteht darin, dass man diesen als den Radius derjenigen Kugel 
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definiert, ausserhalb der sich eine fiir alle Kerne konstante Nucleonenmenge 7 
von der Gréssenordnung eines Nucleons befindet. Es ist also dann R durch fol- 
gende Gleichung definiert 


| Dar= 7. (210) 
R 


Wegen des sehr steilen Abfalls von D bei grésseren r-Werten ist R gegeniiber 


einer Anderung von 7 nicht sehr empfindlich. Man erhalt z. B. fiir den in der 
Tabelle 1 angegebenen Kern A = 120, Z = 54 (c,, = 7,157) mit 7 =1 den 
Wert R = 4,63 r, und mit 7 = 1/, den Wert R = 4,88 r,. Wir haben 7 = 1/5 
gesetzt und erhielten so die in der fiin*ten Spalte der Tabelle 3 angefihrten 
Resultate, wobei fiir c,, und Z die in der zweiten bzw. vierten Spalte der Tabelle 1 
angegebenen Werte benutzt wurden. 

Bei einem Vergleich der auf diese Weise hergeleiteten Kernradien mit 


den empirischen stésst man auf eine Schwierigkeit, die nicht nur hier, sondern _ 


immer auftritt, wenn man den Kernradius in der allgemein iiblichen Weise als 
denjenigen Wert von r definiert, fiir welchen — bei Annaherung an den Kern — 
die Nucleonendichte betrachtliche Werte anzunehmen beginnt. Die Schwierig- 
keit entsteht dadurch, dass die empirischen Kernradien aus Streuversuchen 
mit a-Teilchen und Neutronen, sowie aus dem a-Zerfall in der Weise abgeleitet 
sind, dass man als Kernradius denjenigen r-Wert betrachtet, bei welchem sich 
die zwischen den Nucleonen wirkenden nicht Coulombschen Krafte bemerkbar 
machen. Die so definierten Kernradien werden natiirlich wegen der sehr kurzen 


TABELLE 3 
Kernradien und Nucleonendichte im Kernmittelpunkt. R in r)-Einheiten, @, in 1/r}-Einheiten. 
Theoretisch | 
A R R | z 
Z Qo aus (208) aus (210) | empirisch 
berechnet berechnet | 

4 2 1,44 1,79 1,34 1,67 
5 2 1,22 2,04 1,59 1,80 
6 3 1,45 2,04 1,65 1,91 
8 4 1,55 2,20 1,87 2,10 
10 5 1,66 2,32 2,03 2,26 
12 6 1,77 2,41 ; 2,16 2,40 
16 8 1,96 2,56 2,39 2,65 
20 10 2,13 2,69 2,56 2,85 
40 19 2,66 3,14 3,26 3,59 
60 28 2,91 3,49 3,74 4,11 
80 37 3,04 3,79 4,17 4,52 
100 45 3,07 4,07 4,55 4,87 
120 54 3,10 4,31 4,88 5,18 
140 62 3,07 4,55 5,21 5,45 
160 70 3,03 4,78 5,54 5,70 
180 77 2,95 5,01 5,85 5,93 
200 85 2,90 5,22 6,13 6,14 
220 92 2,82 5,44 6,46 6,34 
240 99 | 2,75 5,65 6,76 6,53 


( ff 
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eichweite der Kernkrafte mit den weiter oben definierten theoretischen gréssen- 
dnungsmassig ibereinstimmen, eine genauere Ubereinstimmung ist aber nicht 
1 erwarten. Man kann jedoch erwarten, dass die theoretischen Kernradien 
enselben Gang mit A aufweisen, wie die‘empirischen. Um zu Kernradien zu 
elangen, die auf die gleiche Weise definiert sind, wie die empirischen, hatte 
an das Streuvermigen einer Nucleonengaskugel mit der hier bestimmten 
Jichteverteilung gegeniiber a-Teilchen, Protonen oder Neutronen zu berechnen, 
vas in elmer spateren Untersuchung durchgefihrt werden soll. 

Hier begniigen wir uns mit emem Vergleich der hier berechneten Kern-— 
adien mit den empirischen, welch’ letztere zu A" proportional sind und durch 
lie Formel 

R = 1,42 4**10- cm = 1,05 Ar, ° (211) 


dargestellt werden kénnen.?® Die aus dieser Formel fiir mehrere A-Werte 
berechneten Kernradien sind in der sechsten Spalte der Tabelle 3 eingetragen. 
Wie zu sehen ist, stimmen die hier erhaltenen theoretischen Werte mit diesen 
gut tiberein. Im Hinblick auf das weiter oben Gesagte, ist es nicht so sehr 
die gute zahlenmassige Ubereinstimmung auf die es hier ankommt, sondern 
der Umstand, dass die theoretischen Kernradien praktisch denselben Gang mit 
A zeigen, wie die empirischen. Ein in dieser Richtung besonders befriedigendes 
Verhalten zeigen die aus der Formel (210) berechneten Kernradien, die in der 
finften Spalte der Tabelle 3 angegeben sind. Dies ist umsomehr befriedigend, 
als die der Formel (210) zugrunde liegende Definition des Kernradius, wegen 
“der verhaltnismassig starken Unempfindlichkeit von 7, als physikalisch sehr 
plausibel erscheint. 


§ 11. Vergleich mit der wellenmechanischen Berechnung des Deuterons 


Es ist noch von Interesse den im Vorangehenden erhaltenen Parameter- 
wert A mit demjenigen 2u vergleichen, den man auf Grund der Wellenmechanik 
fiir einen ganz leichten Kern, 2. B. fiir das Deuteron erhilt. Hierzu berechnen | 
wir mit dem Ansatz (47) die Schrédingersche Energie des Deuterons. Es ergibt 
sich 

hte t 
p? dr+ 4a | J(r)P*dr, (212) 
8x7 M, 6 3 


E = 4n 


_ wo M, =; M ist, weiterbin P das r-fache der auf 1 normierten Eigenfunktion 


und P’ die Ableitung von P nach r bezeichnet. 


q Wir bestimmen auch hier E, bzw. den Parameterwert » mit Hilfe des Ritz- 
schen Verfahrens und machen fiir P den Ansatz 


: 
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wo a einen Variationsparameter bezeichnet. 5 || 
Mit diesem Ausdruck von P lasst sich mit Riicksicht auf (47), (19), (114, 
und (102) die Energie in folgender Form darstellen. 


é X a’ 


‘ 1 i wera } 
i == 2 a — 12 a= 222e2 
rp" an Gea [EM 3 pep 


Eo. (214 


Man hat nun denjenigen Wert von a zu bestimmen, fiir den E ein Minimun 
aufweist und den frei verfighbaren Parameter so zu wahlen, dass dieses Minimun 


mit dem empirischen Wert der Bindungsenergie des Deuterons E,= — 2,19 Me! 
ubereinstimmt. Man erhalt 
a= L67 Fund WH ="322262 (215 


Dieser A-Wert ist nur um weniger als 3°, kleiner als derjenige, den wi 
fiir das statistische Kernmodell mit konstanter Dichte im § 8 erhielten. Im Ver 
haltnis zu dem mit dem vollstandigen Energieausdruck erhaltenen A-Wert (200 
ist der Unterschied grésser, betrigt aber auch fiir diesen nur rund 22% diese 
Wertes. Dieser Unterschied wird sich jedoch in der nachsten Naherung de 
statistischen Modells, bei der die Neutronen- und Protonendichte voneinande 
unabhangig variiert werden, und die Korrelation der Nucleonen verticksichtig 
wird (man vel. § 10), noch verringern, da hieraus zusatzliche Anziehungen resul 
tieren, was zu einer Verkleinerung des im § 10 erhaltenen A-Wertes fubrt 


§ 12. Diskussion der Resultate und der méglichen Erweiterungen 


Die mit der hier entwickelten ersten Naherung des Variationsverfahren 
erhaltenen Resultate fiir die Kernenergien und Kernradien kann man als seh 
befriedigend bezeichnen, insbesondere wenn man beriicksichtigt, dass nur ei 
empirischer Parameter benutzt wird und das Verfahren von willkiliche: 
Annahmen frei ist. Bemerkenswert ist weiterhin, dass sich der empirisch 
Parameterwert A fiir das statistische Modell und fiir das wellenmechanisch 
Modell des Deuterons nur wenig unterscheidet, und der Unterschied sich it 
den weiteren Naiherungen noch verringert. 


Es fragt sich nun, wie sich die weiteren Naherungen gestalten und wa 
man von diesen erwarten kann? Der nachste Schritt ware eine voneinande 
unabhangige Variation der Neutronen- und Protonendichte, woraus ein Herabsin 
ken der Coulombschen Abstossungsenergie resultiert. Dieses Herabsinken de 
Energie macht sich hauptsachlich fiir schwere Kerne — bei welchen die Coulomb 
sche Energie relativ gross ist — bemerkbar. Bei dieser zweiten Naherung kan 
man also eine kleine. Vertiefung der Energie erwarten und zwar in einem mi 
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vachsendem A steigendem Masse. Es wird also der Anstieg der Energiekurve 
yon den mittelschweren Kernen bis zu den schwersten Kernen etwas kleiner. 
Wenn man die so erhaltene Energiekurve in Richtung wachsender Energie 
verschiebt — was durch eine Verkleinerung des Parameterwertes A erreicht 
werden kann — so wird die neue Energiekurve die empirischen Werte noch 
esser approximieren. 

Eine weitere Verbesserung des Dichteverlaufes in den héheren Naherungen 
des Variationsverfahrens wird durch die Erweiterung des Variationsansatzes 
(136) erreicht, indem man im Ansatz (135) in der Summe noch weitere Glieder 
beriicksichtigt und hierdurch der Dichtefunktion die bessere Anpassungs- 
méglichkeit an den tatsachlichen Verlauf verschafft. 

Eine andere Weiterentwicklung der hier gegebenen Ansatze besteht in 
emer Korrektion der Anziehungsenergie, indem man diese mit der aus der 
Korrelation der Nucleonen resultierenden Energie erweitert,”” woraus eine 
zasatzliche Anziehung resultiert. 

Man kénnte auch noch an der kinetischen Energie durch die Unter- 
teilung der Nucleonen nach der Nebenquantenzahl eine Verbesserung anbrin- 

28 

Weiterhin kénnte man noch versuchen einen Teil der Nucleonen als fertige 
a-Teilchen in den Kern einzubauen und den Prozentsatz dieser Nucleonen 
ebenfalls aus dem Minumumprinzip bestimmen. 

Abschliessend sei nun noch erwahnt, dass man nach Heisenberg® 
annehmen muss, dass die Kernkrafte héchstwahrscheinlich nicht durch eine 
einzige Teilchensorte, sondern durch ein ganzes Spektrum schwerer Teilchen 
(Mesonen) verschiedenster Masse und Eigenschaften hervorgerufen werden, 
yon denen die 2-Mesonen sich nur dadurch auszeichnen, dass sie die leich- 
testen und somit die durch sie hervorgerufenen Krafte diejenigen von grésster 
Reichweite sind, wodurch der Ansatz (47 fiir nicht zu kleine gegenseitige 
Abstande der Teilchen gerechtfertigt wird. Eine Erweiterung der Theorie durch 
Beriicksichtigung dieser gusitzlichen Krafte mit sehr kurzer Reichweite wird 
allerdings erst dann méglich sein, wenn man iber die Eigenschaften dieser 
Krafte naher orientiert ist. 

Auf die weiter oben besprochenen héheren Naherungen bzw. Erweite- 
rungen der Theorie, die ohne Weiteres durchgefahrt werden kénnen, méchte ich 
in einigen demnachst folgenden Arbeiten zuriickkommen. 


Mathematischer Anhang 
: Berechnung der Integrale L(q), K(q); H(q) und M(q) 


Die Integrale L(q), K(q), H(q) und M(q) sind durch (160) —(163) definiert. 
q = 1 kann man sie geschlossen nicht auswerten. Wir haben die Integrale 


‘(q), K(q) und M(q) fir 18 verschiedene q-Werte (q = 1) und das Integra! 
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H(q) far 8 verschiedene g-Werte (q = 1) auf numerischem Wege bis auf 4 Stellen 
genau bestimmt, und die Integralwerte, sowie die mit diesen berechnete Funk- 
tion F(q) in der Tabelle 4 zusammengestellt. Die im § 10 angegebenen Resultate 
haben wir mit diesen Integralwerten erhalten. 

Fiir die Integrale K(q), H(q) und M(q) kann man Naherungsformeln 
herleiten, die die exakten 'rtegrale in dem fir die Berechnungen wichtigsten 
Intervall von q (5 <q ~ 8) ausgezeichnet annahern. Wenn wir uns auf dieses 
Intervall von q beschranken, so sind die Integranden in allen drei Integralen 
Produkte einer Funktion mit einem schmalen und steilen Maximum vom Typ 
f(x) = x2 e-™ (n = 2, 3, 4), die mit Ausnahme der Umgebung des Maximums 
praktisch Null ist und einer in der Umgebung des Maximums von f(x) sich 
verhaltnismassig langsam veranderlichen Funktion In (1 + q?e-*") oder 
arctg (1-++ qe), fiir die wir zur Abkiirzung die gemeinsame Bezeichnung g(x) 
einfahren. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung kann man im Integral 


{ f(x) g(x) dx die eine Funktion, z. B. die flach verlaufende Funktion g(x) 
o 


durch einen entsprechend gewahlten konstanten Wert ersetzen. Wegen des schon 
beschriebenen Verlaufes von f(x) erhalt man fir das Integral einen guten 
Naherungswert, wenn man fir den konstanten Wert von g(x) denjenigen 


TABELLE 4 


Die auf numerischem Wege bis auf 4 Stellen genau berechneten Werte der Integrale L(q), 
K(q), H(q) und M(q), sowie die mit diesen Integralwerten ebenfalls bis auf 4 Stellen 
genau berechnete Funktion F(q). Die mit* bezeichneten H(q)-Werte sind mit der Naherungs- 
formel (222) berechnet; diese Naherungswerte sind um cca 0,7% grésser als die exakten. 


i 
| 
q Lq) | K@ | BQ in 4 Ma) F(q) 
1 i 

z | = : | = E 
T.335550 4 0,2228 0,07044 0,03619 0,05908 0,02530 
1,8951 0,3889 0,1149 0,05735 0,07302 0,06126 
2,8427 | 0,6930 0,1857 0,08901 0,08818 0,1526 
3,6000 | 0,9392 052357) jecih 2 OpkUAt 0,09602 0,2464 
4,0998 1,099 0,2656 | 00,1227 0,09991 0,3164 
4,7378 | 1,300 | 0,3006 0,1369 0,1039 0,4131 
5,4000 1,503 0,3336 0,1510* 0,1071 0,5205 
6,0000 1,682 0,3611 | 0,1619* |.  0,1096 0,6229 
6,6329 1,865 0,3879 0,1714 0.1117 | 0,7349 
7,1000 1,997 0,4064 0,1794* | . 0,1130 | 0,8203 
7,5000 2,107 0,4215 0,1852* 0,1141 0,8945 
7,7500 | 2,176 0,4306 0,1888* 0,1147 0,9416 
8,0000 | 2,242 0,4394 0,1921* 0,1152 0,9891 
8,2500 2,310 0,4481 0,1954* 0,1158 1,037 “| 
8,5280 | 2,384 | 0,4574 0,1990* 0,1163 1,091 
9,0000 2505. 0,4727 0,2048* 0,1172 1,183, 
9,3636 2,601 | 0,4840 0,2079 0,1178 1,255 
11,9173 3,216 0,5540 0,2340 0,1211 1,774 


Wert von g(x) wahlt, den g(x) an der Stelle x,, des steilen Maximums von f(x) 
annimmt. Es ergibt sich so 
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[ plarate) dx = elon) | $2) de = ele (216) 
mit ; ‘ 
i a (217) 


Die Genauigkeit dieser Naherung reicht fiir unsere Zwecke noch nicht 
aus. Man gelangt jedoch sofort zu einer Naherungsformel mit ausreichender 
Genauigkeit, wenn man in der Formel (216) g(x) durch ¥%4[g(x,) + g(x.) ] 
ersetzt, wo x, und x, diejenigen Abszissenwerte sind, bei denen f(x) den halben 
Wert des Maximums, d. h. den Wert 14 f(x) annimmt. Man hat dann also 


[ feats de == [ale) +80) ] fae (218) 


wo x, und x, die beiden Lésungen der transzendeten Gleichung 


f(x) = te =) f(a) = = em (219) 
ZA 2n 
bezeichnen, fiir die sich 
0,2320)2/2 2,678)1/2 
a= (|) on = (4) 20) 


ergibt. 

Wenn man in (216) fiir f(x) und g(x) die urspriinglichen Funktionen 
wieder einsetzt, so gelangt man fir die Integrale K(q), H(q) und M(q) zu fol- 
genden sehr guten Naherungsformeln ~ 


K(q) = | x*e-?"In (1 + qe?) dx = 
1 0 
| Rag (5) [ln (1 + qte—2*t) + In (1 + qte—*) ] (221) 
tae 0,2320)2/2 2,678 \1/2 
iho x= ( 5} ) > x = ( 5—| > 


8 


| H(q) = | xe" In (1 + q'e-*) de = 


1 0 

2 [In(1 + gte-**) + In(1 + gte-*)] (222) 
4 0,2320)2/2 2,678 \*/? 

“nit ay ; ) ; x, = (=[— se 
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~ 24 ty [arctg (1 + ge-*!) + arctg(1 + ge—™)] ¢ (223) 


Fiir die Naherungsformel fiir K(q) ist die maximale Abweichung vom exakten | 
Wert im Intervall 5,4 < q < 10 kleiner als 0,6% und im Intervall 4 < q < 5,4 


kleiner als 1,2°%/. Bei der Naherungsformel fir H(q) ist der maximale Fehler 
im Intervall 4 ~< gq < 10 kleiner als 0,7%. Die beste Approximation gibt die 
Naherungsformel fiir M(q), bei welcher der maximale Fehler im Intervall 
1,5 = q < 10 kleiner ist als 0,4%. 


Da das Integral H(q) in den Energieausdruck des Kerns nur in ein Glied | 


von untergeordneter Bedeutung eingeht, kann man fir H(q), statt der exakten 


Werte, die aus der Naherungsformel (222) berechneten Werte gebrauchen. — 


Einige mit dieser Naherungsformel berechnete Werte sind in der Tabelle 4 ange- 
geben. 


fiir unsere Naherung wesentliche rasche Verschwinden von f(x) mit wachsen- 
dem x bedingt. Da L(q) im eingangs angegebenen Intervall als Funktion von q 
angendhert linear verlauft, lasst sich L(g) in diesem Intervall sehr gut durch 


eine einfache Formel approximieren, deren Koeffizienten man mit der Methode | 


der kleinsten Quadrate bestimmen kann. Man findet, dass im Intervall 5<q~10 
die Naherungsformel 


L(q) = — 0,0051755 gq? + 0,35220 q — 0,24814 (224) 


die exakten Integralwerte mit einem kleineren Fehler als 1% darstellt. Da dieses 
Integral bei der Berechnung von F(q) neben den iibrigen Gliedern in F(q) nur 
eine untergeordnete Bedeutung besitzt, reicht diese Genauigkeit vollkommen aus. 

Wir haben die Naherungsformeln fiir K(q), H(q), M(q) und L(q) hier einer- 
seits wegen ihrer Einfachkeit und anderseits aus dem Grunde angegeben um zu 
zeigen, dass das ganze Variationsverfahren mit geringer Miihe durchfihrbar 
ist, was fir die Weiterentwicklung des Verfahrens wesentlich ist. 

Die numerischen Rechnungen wurden von meinen Assistenten Frl. O. 
Kunvéri, Frl. E. Mégori, Herrn B. Molnér und Fri. E. Szabé durchgefiihrt ; 
die Figuren wurden von den Herrn Assistenten G. Knapecz und L. Zelenka 
gezeichnet. Ich méchte Ihnen allen auch an dieser Stelle fiir Ihre Arbeit meinen 
Dank aussprechen. 


Fir das Integral L(q) lasst sich die hier durchgefiihrte Naherung natiir-_ 
lich nicht anwenden, da bei L(q) im Integranden der Faktor e— fehlt, der das — 
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5g. pt am 2 29 


pdt ead 


—— 


3 
gemessen ai 7 =  betraet, ergibt sich, dass S? = 3 ist. 


i 
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A detailed analysis is given of the classical consideration which led E‘nstein to- 
postulate h’s interpretat.on of the Lorentz transformat on, As the result of the analys’s it / 
is suggested that the Lorentz transformat'on can be better understood in terms resembl ng 
those of Lorentz and Fitzgerald than in those of E nste.n. In particular it is suggested 
that the role of the vel.cty of light should not be regarded as that of an upper |.mit of the 
yelocity of physical action but merely as the actual velocity of most phys.cal actions. 


I. Introduction 


§ 1. At the first aquaintance with the theory of relativity, I had, like 
many other physicists, great difficulties in accepting the new conceptions about 


| time and space. After having got more familiar with the ideas of relativity 
I came to’ accept them fully — but to my surprise exactly the same difficulties. - 

_ which had worried me earlier cropped up with my students when later I had 

_ to teach the theory. The question arises whether these difficulties are not after 


ali real difficulties which we only persuade ourselves to have got over after 


- having got familiar with the formalism of the theory. The formalism itself as. 
| distinct from the conceptional framework of the theory is highly consistent — 
. und leads to many quantitatively correct results. 


As the result of detailed deliberations I have come to conclude that those 
ideas of relativity which are so difficult to accept at first can indeed be dispensed 


_ with, and starting from more familiar ideas the theory of relativity can be built 
up in a fashion where the physical context of the theory becomes essentially 


clearer than in the old view. This new version leads of course to no new results 


as the mathematical formalism is left without any change ; the only essential 


difference betwen the old view and mine appears in connection with the question 
of the role of the light velocity and in connection with the question whether 
physical action can be propagated with over-light velocity. 


In a second article we shall show that the modification proposed in the 


_ interpretation of the theory of relativity mitigates also certain difficulties in 


the interpretation of quantum phenomena. It appears therefore to us that 
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the conceptional difficulties of relativity theory and of quantum theory are 
essentially connected. 


§ 2. The starting point of the theory of relativity was the negative out- 
come of the Michelson-Morley experiment and many other experiments of 
the kind. The Michelson-Morley experiment shows that light appears to be 
propagated isotropically with respect to the earth, no matter what the motion 
of the earth in space. Generalizing, it is concluded that the propagation of light 
appears to be isotropic simultaneously in all inertial systems K,, K,,... although 


these inertial systems may be in translational motion with respect to each | 


other. There arises therefore the necessity to account for the experimental 
finding that the same light wave appears isotropic in two systems which are 
in relative motion to each other. 


Let us consider a system K,, and let us assume that a spherical wave 
started at t = 0 from the origin of K, and that it is propagated in all directions 
with the velocity c. The equation of the position of this wave is then 

x? + y? + 22 c%4? — 0. (1) 

According to the pre-relativistic concepts this wave is not propagated 
isotropically relative to a system K, which moves with a velocity v in the direc- 
tion of the positive x axis of K,. Indeed, to transform the coordinates x, y, 2 
relative to K, into coordinates x’ y’ z’ relative to K, we have to put 


=e vt, yy =yy = (2) 
and we may add for the time 
t’ =t. (3) 
Equations (2) and (3) describe the Galilei transformation. 
The equation of the light wave in K, becomes 
w/% 4 yy’? 4 2/2 — (c2— v2)t’? — 2x't'n = 0. (4) 


Thus for y’ = z’ = 0, i. e. the part of the wave travelling along the x’ axis, 
we have 


, 


exe = > = 4e—v, (5) 
while for x’ = 0, z' = 0, i. e. for the part travelling along the y’ axis we have 


, 


edyits = = 4/2. (6) 
The Michelson-Morley experiment seems to show that 
lesx1 = le_x|= le yl = le—yl 
in contradiction with (5) and (6). 


There are two possible consistent interpretations of the experimental 
result. 


— 
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| 1. Interpretation of Lorentz and Fitzgerald. According to this interpretation 
the light wave is isotropic only in K,, K, being the system of reference which 
is at rest relative to the ether. In this view the electromagnetic waves are pro- 


_ pagated as disturbances of the ether very much like sound waves propagated 


in air. 
In the system K, the wave is not propagated any more isotropically but 


| according to (4). The anisotropy is, however, thought to be compensated by 
| a supposed deformation of the experimental arrangement. The original Lorgntz 
hypothesis assumed that a rod moving with a velocity v relative to the ether 


suffers a contraction at the ratio 1:4/1—v*/c? in its dimensions parallel to that 


of the direction of motion. 


In order to account for other experimental results the latter hypothesis 
had to be extended, so that the following three distinct types of distortions 
which a material system suffers as the result of a motion relative to the ether 
were postulated : 

1. lenght contraction at the ratio iea/1 — ve", 

2. slowing down of rates of motions (i. e. slowing down of clocks) at a 


r ——$—$—__—$_—___—_. 

/ ratio 1:4/1—v*{c?, 

| 3. phase shifts between clocks situated on a line along the direction of 
; motion. The’ phase shift between two clocks situated at a distance x is 


At sei (7) 


c—v- 
The minus sign indicates that clocks the further forward situated in the direction 
of motion, the more they are shifted back as the result of their motion relative 


to the ether. 

We shall denote these three effects together as »Lorentz deformations«. 
The Lorentz deformations give a full account not only of the negative outcome 
of the Michelson-Morley experiment but also of all the other experiments 
like the Trouton-Noble experiment etc, which failed to show supposed effects 
caused by the motion of the earth with respect to the ether. 

The unsatisfactory feature of the Lor?ntz- Fitzgerald hypothesis is the 
necessarily metaphysical concept of the ether which in itself represents »absolute 
rest«. The ether hypothesis becomes the more unsatisfactory since its only sup- 
posed properties are such that they make it impossible to observe the ether’s 
state of motion. Indeed, as is well known, having two systems K, and K, 
in relative motion to each other it is quite irrelevant from the descriptive point 
of view whether it is assumed that K, is really at rest and Lorentz distortions 
appear in K, or whether it is assumed that not K, but K, is at rest and the dis- 
tortions take place in K, instead of in K,. Both assumptions are in complete 

agreement with all known experiments. 
{ 2. Einstein’s interpretation. Einstein tries to avoid the unsatisfactoy 
_ concept of an all-embracing ether in which the world is supposed to be embedded. 


5 Acta Physica 
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Einstein’s approach is this: It is argued that as there is no experiment which 
shows the light to be propagated anisotropically in any of the systems K,, K, | 
... ete, therefore according to Einstein it is reasonable to assume, that the light 
in fact is propagated isotropically in all those systems. This assumption is, | 
however, in contradiction with the Galilei transformation (2) and (3). Thus | 
Einstein proposes to replace the Galilei transformation (2) and (3) by such 
a transformation which transforms an isotropically expanding light wave in 
K, into a similar light wave in K,. Thus the new coordinate transformation 
should be such that equation (1) transformed into K, should become not (4) but 


x2 + ye + 72 c’*t’2 = 0. 


From this the transformation itself can be derived with some slight ad- 
ditional assumptions. The additional assumptions. aré 

a) that the new transformation is linear 

b) that the systems K, and K, are entirely equivalent ; i. e. the trans- 
formation from K, to K, can be obtained from that which leads from K, to K, 
if we replace in the transformation formula v by —v. 

The transformation thus obtained is the Lorentz transformation. One 
finds in the well-known way 


Further 
x— vt t— xv/c? 


Viaje 


x = ————_,, y'=y, =z, 
nVA ee v?/¢? 
The strange feature of the transformation (8) is that the time is trans-_ 
formed, i. e. that in general t+ 1’. | 


(8) 


In particular, two events which are simultaneous in one system of reference | 
are in general not simultaneous as seen in-another system. Further, the sequence) 
of events may be different in two systems of reference. Suppose two events.| 
A and B where A happens in a point P with the coordinates x4, y 4, z,4 at the time 
ta, and B happens in a point Q with the coordinates xg, yg, 2g, at a time tp, | 
times and coordinates all refer to the system K,. The two events happen in 
K, at times t’, and t’g with 

ee 
tap = AB = (1— “488 2) | VI vee. Ci) 
ta—tes ta—tp c?* 


If tT, is negative, then the sequence of the events A and Breverses when goin 
from K, to K,. As seen from (9), for v < c, such a reversal can only take plac 


a 
provided : 
|\X~—x c tl 

Yee} EH 3 lob : 

ta—tg Iv i 

V,, is the x-component of the constant velocity V of a signal which startim : 
at the event A (supposing A is earlier than B as seen in K,) and moving aloi} 


ee a 
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a straight line meets the event B in-Q. We see that a reversal can only take 
place provided V = c. 

Thus a Lorentz transformation can reverse the sequence of only such 
events which cannot be connected by a signal travelling with a velocity not 
exceeding that of light. 

The reversal of the sequence of two unconnected events does not give 
rise to logical difficulties ; logical difficulties would arise only then when events 
which can be regarded as cause and effect are reversed. Such difficulties would 
not arise, as pointed out by Einstein, if physical action was never propagated 
with a velocity exceeding that of light. 

Thus, if we accept the Lorentz transformation (8) as the correct transfor- 
mation of time and space coordinates, we have to postulate that no physical 
action can be transmitted with over-light velocity in order to avoid difficulties 
arising from the reversal of cause and effect. The latter postulate is not based 
on experience, it is necessary so as to avoid impossible consequences of Einstein’s 
interpretation of the Lorentz transformation. It is true that all the well-known 
physical actions are propagated with exactly light velocity. These are: electro- 
magnetic forces, nuclear forces, and gravitational forces.* 

These experimental (and speculative) results by no means prove that 
there could be no propagation of action with over-light velocity — these con- 
siderations at most show that from the point of view of the theory of relativity 
such an effect would give rise to great inconvenience. 

In a second article we shall show that, in our opinion, a consistent 


formulation of quantum theory is possible only if action propagated with over- 
light velocity is introduced. 


§ 3. Thus comparing the views of Lorentz and Fitzgerald on the one 
side and that of Einstein on the other we have to choose between the following : 

1. Either we accept the Lorentz transformation not as the transformation 
of space and time but as describing the deformations which matter suffers when 
brought into motion relative to a system K,. With this view we encounter the 
difficulty that the state of motion of the system K, cannot be determined ex- 
perimentally because the Lorentz deformations are of such a nature that they 
effectively hide the difference of two systems in relative motion to each other. 

2. Alternatively, we may accept the Lorentz transformation as trans- 
formation of time and coordinates without reference to material systems. This 


1 The quantized electromagnetic forces and the nuclear forces are indeed propagated 
with light velocity; they are those forces which are binding ordinary matter and which are 
responsible for most physical properties of matter. The fact that these properties can be described 
in a Lorentz-invariant way proves that these forces are propagated with light velocity. 

The question whether gravitational forces are propagated exactly with light velocity is 
& more involved question. The theory of general relativity shows that a weak gravitational 

can, in first approximation, be derived from retarted potentials. Thus as far as we rely on 
the theory of general relativity we have to assume that gravitation is propagated in first approxi- 
mation with light velocity. 
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interpretation dispenses with the metaphysical concept of absolute rest but 
leads to logical difficulties with the time transformation. These difficulties 
can be patched up when we ascertain that in Nature there is no action which 
is propagated with over-light velocity. The latter »patching up« is, however, 
not really satisfactory. We can never be assured experimentally that an over- 
light velocity cannot exist, say on some extra galactic system if not nearer 
home. To postulate that such a velocity does not exist, just because it does 
not suit our convenience (and because we happened not to have found such 
a velocity) is unsatisfactory. 


My proposal of how to get out of the difficulties is on lines rather similar 
to those of Lorentz and Fitzgerald. I do not propose that there is one rigid K, 
system at absolute rest in which the whole universe is embedded. For such 
a phantastic conception there is no need whatever. I only suggest that in our 
close neighbourhood there is a system K, in which the light is propagated about 
isotropically ; there is no need to suppose that this system can be extrapolated 
to large distances. 

Although I have no detailed suggestion to make as to which system in 
the neighbourhood of the earth might play the role of K,, I would like to point 
out that the conception of such a system is quite straightforward. From the 
fact that with ordinary electromagnetic experiments we are unable to locate 
such a system we must not jump to the conclusion that there cannot be a future 
experiment which might lead to its location. And whether such a local K, system 
does or does not exist cannot depend on the present state of our knowledge. 

The following suggestion as to the possible approach of how precisely 
to locate the K, system has a certain plausibility. 

As is well known, we can determine experimentally whether or not a 
system is accelerated. The concept of an »absolute acceleration in space« is 
quite unsatisfactory and it was very satisfactory when through the general 
theory of relativity it became clear, that the effects of acceleration on a material 
system (i. e. centrifugal forces, inner stresses) can be understood as the gravi- 
tational reaction on the accelerated system of the surrounding system of fixed 
stars. It is thus obvious that there is no rigid acceleration free system embedding 
the whole of the world ; if we suppose that the matter in the universe is stream- 
ing in a non-uniform manner, then the local systems which show no internal 
effects of acceleration will still be in accelerated motion relative to each other. 


Just as acceleration is to be taken in comparison with the local motion 
of matter’ we may in the same way measure velocity with reference to the 
same system, we may assume e. g. that the light is propagated isotropically 


1 »local« being here an elastic term and may mean e. g. the surrounding Galaxy ; however, 
the present consideration is purely speculative, no detailed theory being attempted, therefore 


there is no need for the present purpose to go into more detail as to the precise meaning of the 
local system. 


vs 
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(or very nearly isotropically ; see footnote) in the system K, about at rest 
as compared with the surrounding stars'. In a system K, in translational 
motion with respect to K, the light is not propagated isotropically but the 
anisotropy cannot be detected directly because its effects are compensated by 
the Lorentz distortions. 

Accepting such a view we might look at electromagnetic waves as some 
kind of »ripple« on the gravitational field, the propagation of this ripple being 
isotropic (or nearly isotropic) in a sufficiently homogeneous and stationary 
gravitational field. I am aware of he mathematical difficulties connected with 
such a concept — but here I only want to emphasize that such a picture is 
qualitatively possible and that on general grounds one cannot exclude a priori 
the concept of a system K,. 

Before starting the actual analysis the following remark seems useful : 

From the theory of relativity we know that we can choose practically any 
(acceleration free) system as the system K, because one system is as suitable 
as the other ; in fact the objection against fixing a choice is precisely this, that 
we have no means to distinguish between various choices for the inertial systems. 
However, if we inspect why we have no means to distinguish between systems 
like K, and K,, we find that this incapability arises from our own prejudice, 
namely the prejudice that we require the distinction to be made with the help 
of a small piece of apparatus, like an interferometer. With such an apparatus 
the distinction is difficult indeed (although effects proportional to the deri- 
vatives of the g;,’s might be expected even with a small apparatus). There is, 
however, no difficulty (except of prejudice to put matters into this light) to 
look round in the universe and to notice that the stars surrounding us do single 
out in a most impressive manner a particular intertial system, and that there 
is much astronomical work going on to determine this system precisely. 


II. Kinematical aspects of Galilei and Lorentz transformations 


§ 4. Relativistic effects. The relativity theory, starting from the negative 
results of the Michelson-Morley experiment and similar experiments, predicted 
some positive effects which later experimentally were found to exist. The most 
important relativistic effect from our point of view is the time contraction. 
Using the pre-relativistic terminology, we describe it as follows. 

1. A clock set bodily into motion will slow down its rate of progress by 
a factor +/ 1 — v*/c* as an effect of the acceleration. 

The so-called clock paradoxon, which is experimentally proved to occur, 
consists in the following effect. Consider two clocks of equal construction exactly 


1 We disregard the small effects of _ the gravitation of the nearest bodies. Say, 
if we consider an experiment on the surface of the earth, then we neglect the bending of light 
in the gravitational field of the earth. 
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synchronized. We move away the one clock by accelerating it to a bodily velocity 


v inside a short time interval. (We have to be careful when accelerating the © 


clock not to apply too large forces and thus not to damage the clockwork per- 
manently.) The rate of the clock will now slow down as an effect of the accele- 
ration. While the clock travels with a constant velocity v its rate is down. If 
after a time T the clock is brought to rest again, then its rate as clock is restored. 
The clock on its journey will have lost time; the amount of the loss is, when neg- 
lecting the periods of acceleration and deceleration 


AT = T(1— V1— v*{c2). (10) 
Developing in powers of v/c we have approximately 
AT & Tv?/2c?. 


It is unimportant that we have neglected the periods of acceleration and 
deceleration as can be seen in the following manner. The disturbances during 
these periods may cause some phase shifts, say 1, and T,, these shifts cannot 
possibly depend on T, the time of travel between acceleration and deceleration 
as the effect of acceleration cannot be supposed to depend on the previous 
history of the clock. Thus, whatever the actual values of t, and t, if we allow 
T to be sufficiently large, the loss of time on the journey will largely exceed 
the shifts t, and t, and thus AT as given in (10) is the dominant term in the 
exact expression for the shift. 

The clock, paradoxon can be observed experimentally on fast canal rays. 
Consider atoms with an emission frequency ¥, when at rest. If such atoms are 
accelerated the frequency emitted by them will not be », but will depend on 
the direction of emission. In particular, perpendicular to the motion of the 
atoms the frequency emitted is 

vp = % V1— v4¥fc?. (11) 
The difference between », and », is entirely due to the slowing down of the 
atomic frequency in the course of acceleration. Once the atoms of the canal 
ray are brought to rest they will emit again the original frequency 7. 

The perpendicular Doppler effect has been observed and the formula 
(11) has thus been verified experimentally. 

A verification of the time contraction for extremely high velocities has 
been obtained through observations of the p-meson decay. 

f4-Mesons are unstable elementary particles, they decay after a half- 

‘life of 

t = 2,15 psec 
into an electron and other neutral particles. The life-time of the -meson is 
appreciably increased when it moves with a velocity v © c. According to rela- 
tivity theory the half-life of the moving j.-meson should be 


ev =7t/V1—v¥e8.. (12) 
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jince, however, the right hand expression in (12) depends critically on the small 
lifference c — v, and since this small difference cannot be measured directly, 
at first one cannot conclude from experiment more than that 


>t. 


The latter relation certainly holds, since during the period t a jz-meson cannot 
travel further than 
ct = 350 m, 


while 4 mesons produced in the atmosphere at heights of 10—20 km are known 
to reach sea level with appreciable probability. This shows that the half-life 
t’ of the p-meson in motion exceeds considerably t that of the j.-mesons at 
rest. So as to interpret the experimental facts we have to assume that for many 


a et ee 
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mesons 
cr’ > 10,000 m. 

A closer check. cf the relativistic formula (12) is obtained with the use 

of the relativistic expression for momentum. The actual measurements are 

compatible with 


when E =pc*/4/1—v?/c? is the relativistic energy of the meson and pits mass. 
While the perpendicular Doppler effect yields a quantitative experimental 
verification of the relativistic time contraction for not high velocities, the 
p-meson observations demonstrate, at least qualitatively, the effect in regions 
where it amounts not merely to a small correction but where the relativistic 
time differs from the non-relativistic time by factors between 10 and 100.* 
2. The other important positive effect the theory of relativity predicts 
is the change of mass of a particle with velocity, the latter effect having been 
_ verified quantitatively. This effect is closely connected with the principle of 
the equivalence of mass and energy. 
§ 5. Galilei and Lorentz transformation. Mapping out of a system K,. 
It was Einstein’s important discovery that we cannot take for granted to have at 
our disposal systems of coordinates and possibility of time measurement in every 
part of a system. It is necessary to have physical methods for mapping out 
our system of reference and to calibrate clocks in different points of the system. 
A simple mapping out of the system K, can be based on the assertion 
that light is propagated isotropically in K,. Assume thus a standard clock C, 
situated at the origin O of K,. With help of this clock we can now proceed to 
map out K,. We determine the distances of a number of points A, B,C,... from 
O by sending out light signals to these points, and measure the time intervals 
T,, Tg, ..-in which the reflections of these signals return to 0. We have to 


1 See for details e. g. L. Janossy »Cosmic Rays«, 2nd edition, Oxford 1950. 
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ascertain that by repeating these experiments we get again and again the same 
values for any of the reflection times, thus we have to ascertain that the distances 
OA, OB, ... are constant in time. The distances themselves are found to be 


OA =cT,/2, OB = cT;/2,.... 


Furthermore, we can determine mutual distances between the points A, B, .. 
To get the distance AB, we have to arrange by means of suitable mirrors for 
the signal to travel from 0 to A, then to B and finally to return to O. If the 
time for this is T4,, then we have 


AB = c(2Tap— Ta— Tz) /2. 


In this way we can establish 4 complete network of points with known mutual 
distances ; thus we can map out the system K,. We note, that in case of n 
points there are m = n(n —1)/2 mutual distances. Out of these m distances 
only m; = 3n — 6 (for n = 2) are independent, the remaining m — m; distances 
can be determined from the former ones by the rules of Euclidean geometry. 
The experimental finding that these relations are indeed obeyed to a certain 
approximation shows that in such an approximation the Euclidean geometry 
is valid in K,. If the K, system is not an inertial system, or if there are apppre- 
ciable gravitational fields at play, then we expect deviations from Euclidean 
geometry. 

2. Once the system K, is mapped out in the above way we can proceed 
to synchronize clocks in all points A, B, etc. We may send signals from 0 at 
pre-arranged times, say at t = 0, t, 27, .... At the arrival of these signals in 
_A we have to adjust our clock there so as to give t = a/c, t + a/c, 2t + aJc,.... 
In this way we can synchronize clocks in all parts of K, and put them into step. 
Just as we could test the inner consistency of the mapping out of K, we can now 
test our system of clocks for inner consistency. We must demand that choosing 
any one of the clocks A, B, ... etc. instead of O and repeating the procedure 
of mapping and synchronizing of K, we obtain the same result as if we had 
started. with O. If we show experimentally that this demand is indeed fulfilled, 
then we have proved that K, is not only Euclidean with respect to ordinary 
space geometry but also from the point of view of the four dimensional space 
time geometry. 

3. In the preceeding considerations we have assumed that the points 
A, B,C...areat fixed distances with respect to O and that they have also fixed 
mutual distances. We could drop these conditions and. still carry out the calib- 
ration roughly in this manner: We send a signal at a time t, from O to A, this 
signal meets the (moving) point A at a time ¢’ and the reflexion arrives at t,- 
We have then 

t’ = (t, + t)/2 


| 
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nd the distance a(t’) at this time is 
a(t’) = c(t, + t,) / 2. 
lontinuously repeating such experiments we can establish all distances as 
Junctions of the time ¢ as recorded at 0, and we can also calibrate clocks 
ituatéd in the points A, B, etc. The only difference to the previous procedure 
3 that at the time of arrival in A of the signal sent from 0, at t,, we do not yet 
"mow t, and therefore we learn the value of t’ only later. Thus the clock in A 
ian only be corrected some time after the receipt of the calibrating signal, once 
_, has been established and communicated to A. 
Further, when calibrating a non-rigid system, we cannot expect identical 
salibration if instead of O we start from say A the mapping and calibration. 
We discuss this problem in the paragraph further below. 
If we start the mapping with a clock in A moving compared to O, then 
Jwe get phase relations between distant clocks which differ from those when the 
Jcalibration was started with O. The difference in phase relations corresponds 
to changes which would be brought about by a Lorentz transformation which 
transforms A to rest. 
4, Although the calibration of the system K, by light signals is perfectly 
feasible (it is indeed simply an application of radar methods), there is an alter- 
native way open for this calibration which, assuming the expression for time 
contraction as starting point, is of greater practical importance than the radar 
method. 
We consider at the origin 0 two clocks of similar.construction which are per- 
fectly synchronized. If we move one of the clocks along the x axis, the clock 
slows down its rate by the factor 4/1 — v*/c*, if the clock travels a distance a 
along the x-axis then it will lose time at a rate 1—~/1— v?/c* on its journey, 
and arriving at the end of its journey it will have suffered total loss of 


AT = < (1— V1—v4e?). 


Developing the latter expression in powers of v we find 
4 AT = av/2c? + ..., 


thus in the limit v > 0 we have AT — 0. Thus if we move the clock sufficiently 
slowly then the disturbance to the clock can be kept arbitrarily small. We can 
therefore transport clocks very carefully into all parts of K,, and these clocks 
will remain in step. Furthermore the coordinates of the points where the clocks 
have been transported. to can be calculated from the times of transports. 

The fact that clocks, moved slowly enough, remain in step with each 
_ other, is of great practical importance. A clock in the sense of relativity is any 
closed material system. We see therefore that we can move about such systems 
in our system of reference K, without disturbing phase relations, provided the 


a 
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transport is sufficiently slow. This result is made use of in many actual ex- 
periments. | 

§ 6. Construction of a system K,. We suppose that the system K, has_ 
been mapped out, that clocks in K, have been calibrated and that the system 
has proved in good approximation to be Euclidean in the four dimensional 
sense. We deal in the following with the question of how to obtain a system) 
K, which is in uniform motion with respect to K,. 

1. Consider a large number of fixed points in K,. For the sake of an example 
suppose a cubic lattice of fixed points with a lattice constant a, the sides of 
the cubes parallel to the directions of the coordinate axis. Let us place near, 
each of the fixed lattice points a mass point. At a pre-arranged time t we switch, 
on a force on each one of the mass points. The forces shall act in a pre-arranged, 


manner for exactly equal periods and afterwards cease. The forces thus ac- 
celerate each of the mass points in the same way and leave them moving finally 
with velocities v in the direction of the positive x-axis. 

The points thus set into motion will form a moving lattice which is an exact 
replica of K,. This lattice is such as if K, had been accelerated as a whole, without 
suffering any Lorentz contraction. We may regard this moving lattice formed 
out of the moving mass points as a moving system of coordinates of K,. | 


So as to answer the question »whether it is possible« to accelerate mass 
points in the way described above, I suggest the following one-dimensiona| 
picture as an illustration. 

Imagine a road, and imagine motor-cars parked along it at distances @ 
The drivers have orders to start the cars at a pre-arranged instant, to accelerati| 
in a pre-arranged manner, and to stop accelerating once the cars have reacheq 
a velocity v. These cars exactly rejfresent the system of mass points. The car} 
themselves suffer of course Lorentz contractions in their lenght directions — 
but not the distances between the cars. Indeed, suppose the nt" car before startin) 
has its x coordinate given by x,(0) = na. The acceleration of any one of th| 
cars takes the same time, as the accelerations are to be carried out in identica 
manner. Thus we can assume that each of the cars completes the process ¢ 
acceleration during a time t, (measured in K,) and during this time ft, eac 
car proceeds the same distance a,. Thus, at a time t, the coordinate of the nm 
car will be x,(t,) = na + a,. After t, the cars proceed with uniform velocit 
v(v is again measured from K,), thus we have for any time t = t, in K, 


x,(t) = na + a, + v(t —%), 


and thus the distance between two subsequent cars is simply 


%n5.1(t) —*,(t) = a. 


As everything is referred to K, this consideration is quite straightforwa 
and no questions of transformation properties appear. In fact, at the prese! 
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stage of our consideration we have not yet introduced any complete system 
of reference except K,, thus we could not yet refer data to any other system. 

We note that if the cars are connected by elastic bands, too weak to 
influence their motion then these bands would try to contract as the effect 
of acceleration and as the contraction would be prevented from taking place 
by the motion of the cars a certain stress would develop in these bands. 

2. Transfer of time measurement. In the previous section we have discussed 
a way to construct a system_of points of a coordinate system K, which moves 
uniformly as compared with the original system K,. To make K, a complete 
system of reference we have to establish a method of time measurement in K,. 
There are two simple ways to do this. 

Firstly, we can have clocks situated near every one of the mass points 
in K, and adjust these clocks in such a way that whenever they pass one of the 


Fig. 1. 


clocks in K, they are made to agree with this clock in K,. This method of ad- 
justment completely agrees with the method discussed in § 5/3, where it was 
shown that clocks may be adjusted by means of light signals emitted from 
a standard clock situated at the origin O of Ky. 

Secondly, the same result can also be achieved in a more direct way, as 
follows’ : 

Imagine a long cylindrical cogwheel (see fig. 1) rotating uniformly with 
its axis parallel to the x axis of K,. This cogwheel can be regarded as a clock 
in K,. Suppose further small cogwheels to be attached to the points which 
are to be accelerated. Let us suppose that during the period of acceleration 
of the mass points the small cogwheels are sliding along the long cogwheel, 


' 1 I am indebted to Erné Acs for a suggestion which led to the consideration below. 
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remaining in contact with it and being driven by it. After the process of ac- 
celeration has been accomplished the small cogwheels can be detached from 
the long cogwheel by a small sideways displacement and thus they rotate freely 
by inertia. These freely rotating cogwheels can now be regarded as the clocks 
in K,. 

For the sake of completeness we note that during the process of accele- 
ration the long cogwheel has to transfer a certain amount of energy to the 
small cogwheels because it has to prevent their relativistic slowing down. We 
can assume that the masses of the small cogwheels are negligibly small as com- 
pared with that of the long cogwheel, and thus we can neglect the reactions 


of the small cogwheels on the long one. However, we can eliminate the reaction _ 
of the small cogwheels using the following arrangement. We start our experiment 
with two long cylindrical cogwheels where the one is used to drive the small © 


cogwheels, while the other is used as a pilot. Now we may, if necessary, apply 
forces to the loaded cogwheel so as to force it to remain in step with the un- 
loaded one. 


We have thus described a method of constructing a system K, consisting | 
of mass points and cogwheel clocks, which has been built by accelerating a | 


replica of K, in a completely uniform manner. The system K, corresponds to 
the Galilei transform of K,, but on account of the very symmetric way in which 
K, is obtained we can regard K, as a natural transformation of K,. The features 
of the Lorentz transformations have been suppressed in the procces of construc- 
tion of K, by eliminating and suppressing the action of material forces. 


§ 7. We have shown in the previous paragraph how to construct physically 


a system of reference K, which is a perfect Galilei transform of the system K,. 


The system K, is an inconvenient system of reference, because we find 1. that 


the propagation of light is not isoptropic relative to K,, 2. that clocks moved 


about very slowly in K,, even in the limit of zero velocity, suffer phase shifts. — 


We show first that both of these inconvenient properties of K, really exist. 

1. That light is propagated isotropically in K, can be demonstrated 
by the Michelson-Morley experiment. Let us consider an interferometer in K, 
consisting of four unconnected parts (see fig. 2) i. e. a half-silvered plate P and 
two mirrors M, and M, anda telescope T. If we turn the system round so that the 
relative positions of M,, M,, P and T do not change, then the system of fringes seen 
in T willnot change. When we accelerate the system so that we accelerate separately 
but simultaneously the four parts, then we transfer the interferometer into K,. 


Such an acceleration is bound to affect the fringe system seen in T. In fact this | 


acceleration of the interferometer would give a phase shift expressed in time 
equal to 


A Tide flethogaihle oa" Hanh > ern) shirt dal (13) 


c /ce?—v? ec—v c+v 


The above expression is precisely that which Michelson and Morley expected 
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o but did not find in their experiment. The difference between the experiment 
liscussed here and the Michelson-Morley experiment is, that the actual Michelson- 
Morley interferometer did not consist of unconnected parts — but was a rigid 
system. If the parts of our supposed interferometer were connected by material 
rods, then the parts would be displaced after acceleration by the elastic forces 
arising in the rods. Thus, if we leave free play to the elastic forces, then they 
will distort the interferometer with respect to K, and thus compensate the phase 
shift given in (13). 


Fig. 2. 


To make this idea quite clear, we suppose that in a schematic way the 
four parts of the interferometer are mounted to four cars. These cars should 
start in the manner described in § 6/1 (we suppose that the cars move smoothly 
enough so as not to spoil the interference fringes). The interferometer thus put 
into motion will certainly show a phase shift. We have mentioned in § 6/1 that 
elastic bands between the cars become stressed when the cars start moving, 
because these bands try to contract but are prevented from it by the cars. 
If now eventually we let the cars approach each other to such an extent, that 
the elastic stresses brought about by their motion cease, then we displace the 
mirrors in an exactly suitable way so as to compensate the phase shift. 

Summarizing, we see, that the propagation of light in K, is not isotropic ; 
of course, this result supposes that we accept the method of constructing 
K, as proposed in § 6. 

9. Another inconvenience of K, is that a clock moved with an arbitrarily 
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small velocity w along the x axis of K, will suffer a phase shift even in the limiting 
case of w-—> 0. Indeed, a clock accelerated so as to move not with a velocity 
v but with a velocity v + w is slowed down as an effect of the increment w by 
a factor 1/1 — v?/c?/4/1— (v + w)*/c?, thus we find for the phase shift 


along a distance a 


AT ea = fuze Vi— vie |= ee + terms in w. 
w V1—(v+w)?/c? c?— v? 
Thus, 
; av 
lim, a paar iy w parallel to v, (14) 


and thus the clock will lose time on its journey, however slowly it is moved 
with respect to K,. We note that the above expression agrees’ precisely with 
(7), the phase shift appearing in the Lorentz transformation. 

If we travel not along the x-axis but along the y axis, then we have 
a change of velocity from v to 4/v* fi w?, and we find that in the limit w > 0 
no phase shift remains. 

To avoid the inconvenience described above we may apply deliberately 
phase shifts to all clocks in K,. We thus construct a new system of reference, 
which we denote Ki; the latter arises from K, by shifting the phase of each 
clock by 

AT saree 
where x is the x-coordinate of the clock in K,. 

This adjusting of clocks changes the values obtained for the velocity of 

light. In K, a signal travelling along the x-axis takes a time 


a 


a 
a respectivel a= 
S c—v P ”, 3 c+uv 


to travel from O to A and back from A to 0 (AO = a). In the new system of 
reference K; we have when noting the time of arrival of the signal from O to 
A to subtract from the actual time of travel the time by which our clock has 
been put back, similarly we have to add this time to the time of travel when 
the signal goes back from A to 0. Thus, with the clocks in K; with which we 
have tampered the times of the two journeys appear to be 


v aA, tively) — 
= — espective = = 
£ Aces pcteaws P y ety bet wt 


Thus 


ac 


Fie iy 
Hf aa be ina c? — v2 
and therefore the velocities of light in the positive and negative x-directions 
are equal, namely 
, eee eds 
let J=let 


xl= atl = aft, = c(1— v*/c*). 
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The apparent velocity of light along the y-axis has not been changed by the 


jpneinent thus we have with respect to the clocks in K; 


| eo a a/ c— v*. 
; . 
[n the adjusted system K{ there is still a discrepancy between the measured 
velocities of light in the x and y directions. This discrepancy can be eliminated 
by changing the units of length in the x or y directions (or in both) in a suitable 
manner. For instance we may reduce the unit of lenght in the x-direction 
by a factor a/1— v*/c*. The system thus obtained might be denoted Ky. 
In Ki the propagation of light appears isotropic and clocks moved about 
slowly remain in phase with the local time. The velocity of light in Kj is 


= Je— v?. 


Although K; is already a suitable system of reference it can still be somewhat 
improved if we slow down all the clocks: in K; at the ratio 1:4/1— v*/c?. If 
we do this, we get a system K% in which the velocity of light appears as 


ct =" [1/1 — v3I/cC? = Cc. 


Thus the velocity of light in K® is the same as in K, and as a result of the series 
of.adjustments leading from K, to K; to K; and finally to Kj we have obtained 
a system in which we have compensated all the effects of motion by suitable 
adjustments of coordinates and clocks. Indeed, Ki is the exact Lorentz trans- 
formation of K,; any closed material system at rest in K, will suffer changes 
when accelerated so as to move with a velocity v along the x axis. These changes 
will be apparent when the material system is measured from K,, the 
changes, however, are not apparent when the material system is measured 
from K*. Thus the Ky; system already compensates for changes which have 
been caused by the acceleration. In the present view the system Kj is one 
where clocks and lenghts have been deliberately tampered with. This tampering 
brings about the advantage that it corrects measurements so as to eliminate 
the effects of the translational motion. As these effects are for most purposes 
thoroughly uninteresting, they represent a burden only, therefore it is a real 
advantage to have a system K* which is freed of these effects. 


III. Dynamics of the Galilei and Lorentz transformation 


§ 8. We see thus that a materially unconnected system like the mass 
points in the first or the cars in the second example show no Lorentz contraction 
if accelerated in a suitable way. A connected piece of matter behaves differently 


as can be seen in the following example. 
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1. Consider a rigid rod parallel to the x-axis of K,. (See fig. 3.) We accelerate 
this rod uniformly in the following way: We switch on at a large number of points 
of the rod suitable forces. So as to choose the forces suitably, we place a large 
number of mass points near the rod and apply equal forces on these mass points 
just in the way we have proposed in § 6/1; the mass points will thus be acce- 
lerated and move as a rigid system. We consider now the mass points as pilot 
particles and apply such forces to the rod itself that each part of the rod is 
being made to move exactly in step with the nearest pilot particle. 


Once the pilot particles have been accelerated and have reached the velo- 
city v the forces on the pilot particles cease suddenly. Because of our prescrip- 
tion the forces on the rod do not cease entirely, since owing to acceleration 
elastic forces have arisen in the rod which try to bring the Lorentz contraction 
about. Thus certain forces have to remain which counterbalance these elastic 
forces and keep the rod in a state of stress. If we switch these forces off slowly 


Soo oo 


Fig. 3. 


then the rod will contract, equilibrium being achieved after the rod contracted 
at the ratio 1:4/1 — v/c?. Instead of the rod we can consider a network of rods 
connecting the system K, together. We can thus construct say a cubical lattice 
in K,, the lattice points connected with material rods. We can now accelerate 
the whole lattice by help of forces switched on simultaneously. So as to avoid 
distortion, we can place a pilot particle near each of the lattice points and 
continously adjust the forces acting on the lattice points so as to keep them in 
step with the pilots which in their turns are accelerated by constant forces. 


Once the acceleration is accomplished, the lattice points form a cubic 
lattice which is at rest in K,. But owing to the acceleration the connecting 
rods will become stressed. The stress can be relieved by allowing the lattice to 
contract in the direction of the velocity at the ratio 1:4/1— v*/c®. Thus the 
materially connected lattice shows a certain tendency automatically to produce 
the Lorentz contraction. 
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When releasing the stressed system, the contraction will take place in 
a different manner according to the way the forces are released. We may e. g.- 
_ switch off the forces suddenly at an instant t. Thus, the forces are switched off 
_ simultaneously according to the clocks of K, or of K,. The elastic forces will, 
"with a finite speed, start to produce the Lorentz deformation. They will not 
_ change the total momentum of the system — thus the contraction will take 
_ place towards the centre of gravity, which not being shifted is a fixed point of 
| the deformation. If O was the centre of gravity of K, then the particle 0’ which 
| started its journey from 0 will be the centre of gravity of K, and the contraction 
will be symmetric with respect to 0’. However, if either the release of the ac- 
celerating forces or the distribution of masses in K, is different from what we 
have assumed here, then the contraction may centre round any other point 
of K,. Thus, the question as to which is the fixed point of the coordinate trans- 
formation cannot be answered without knowing in detail the method of con- 


structing Kj. Thus, in the transformation formula connecting K, and Ky 
we have to write 
UO s CCN 
/ 1— vc? 

_ where x* is the coordinate of the very same point which started its journey 
at a distance x from the origin of K,. The usual normalization a = 0 restricts 
the methods of obtaining Kj to those where we have processes completely 
symmetric around the particle starting in O. 

2. We have to investigate, how far the Lorentz phase shift between 
clocks comes about automatically, if we accelerate a materially connected 
system. First of all, let us consider wheels rotating round an axis parallel to the 
x axis. The wheels should be fastened in such a way that they cannot slip along 
the axis, but at the same time rotate freely around the axis with negligible 
friction. 

If we accelerate the axis parallel to its own direction, then it behaves 
exactly like the rod discussed further above. Suppose we accelerate it, at the 
beginning using suitable forces which prevent the Lorentz contraction to take 
place. As an effect of the acceleration the wheels will diminish their angular 
velocities by a factor /1 — v*/c? but no phase shift between the wheels will 
arise. If we now release the axis and let it contract slowly, then the wheels can 
be regarded as slowly transported clocks and according to equ. (14) § 7/2, they 
suffer phase shifts proportional to their displacements. If the clock was placed 
originally at a distance x from O then it will suffer a displacement 


Ax = x(V1— v%/c*— 1), 

and a phase shift ; 

rey pene x(V 1— v%/c?— 1)v 
c— vy? 


t 


i 
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will arise. The latter shift is opposite in sign to the Lorentz shift and of much 
smaller order than the Lorentz shift, provided v <c. Thus, the connection 
of the wheels is not sufficient to produce automatically the Lorentz shift. 

A more suitable connection between the wheel clocks can be introduced 
by fastening a plate to the circumferences of the-two clocks, as shown in fig. 4; 
the plate is supposed to be sufficiently rigid to keep the clocks in step. 

If we now accelerate the system consisting of the two wheels connected 
with the plates, wefind that the connecting plate distorts m such a way as to 
shift the relative phase of the clocks in accordance with the Lorentz phase shift. 

Indeed, suppose the wheels rotate with an angular velocity w and have radii 
o then their circumferences move with a velocity 


w= ea 
perpendicular to the direction of v. The rectangular plate connecting the wheels 
> > 


is thus made to move in a direction v + w, skew to the sides. Thus the Lorentz 


wot 


NN 


Fig. 4. 


contraction deforms the rectangular piece to a parallelogramm and thus it 
shifts the phases of the wheels with respect to each other. (Calculation see 
appendix.) 

Instead of wheels connected by simple connecting plates, we can consider 
a rigid cylinder rotating freely around an axis parallel to the x-axis. 

The lines of constant velocity on the surface of the cylinder are spirals 
round the cylinder; the contraction along these spirals causes the cylinder 
to twist and thus, if before accelerating we draw straight lines on the surface 
of the cylinder parallel to the axis, then these lines twist into spirals as an effect 
of the Lorentz deformation. The deformed cylinder can be regarded as an 
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extended clock, each part of it in step with the clocks in Kj. Thus, the cylinder 
representing a connected material system dcforms as an effect of acceleration 
in such a way that the d formations exactly disappear if the system of coordi- 
nates is changed from K, to Kj. 
Thus if we were to accept Kj as the proper transform of K,, then we 
would come to conclude that after acceleration the system settles down even- 
| tually into an undeformed state. It seems, however, much more straightforward 
“to say that the system is in fact deformed when accelerated and that the system 
K% is suitably adjusted so as to compensate for these actual deformations. 


3. Comparison of the Galilet and Lorents transformations. To obtain the 
Galilei transform of K, we have to switch on forces uniformly distributed over 
the whole system. These forces will lead directly to a rearrangement from K, 
to K,. The forces can be large and lead to a quick transition. If the forces are 
switched off suddenly at an arbitrary instant, they will leave the system always 
in a Galilei transformed state without any need for relaxation. Further, it. is 
immaterial how large or small the acceleration is which is used to transform. 
The system to be transformed can be arbitrarily large, provided sufficient time 
of preparation is granted. This time is needed to settle the instant where the 
accelerations are to set in simultancously m distant points. If the decision to 
start the acceleration of a system of length L at a time t is made at one end of 
the system, then with help of light signals the co-workers at the other end of 
the system have to be informed to start the acceleration at this time; the 

_ message needs a time L/c if it is sent by means of light signals. 

The state of affairs is much the same if a material system is accelerated, 
provided provision is made for the application of forces to compensate the elas- 
tic stresses. 

In contrast to the straightforward transition between Galilei transformed 
systems the direct transition between a system and its Lorentz transform 
is a complicated process, depending largely on the material properties of the 
system involved, as we show presently ; if the transition process from K, to 
K* is suddenly stopped, before being complete then the system is usually 
not left in a Lorentz state, at best a relaxation is needed before the 
momentary state settles down to a Lorentz transformed state. 

From this we conclude that the Galilei transform is the really fundamental 
form of transformation, while the Lorentz transformation is a corrected Galilei 
transform; the corrections on the coordinates which appear in the Lorentz 
transformation being such that they exactly compensate (reversible) defor- 
mations in a material system brought about by acceleration. The compen- 
sation is, however, only complete once the system has completely relaxed 
into its accelerated state. é 

4, Direct transition between Lorentz systems of an unconnected system. We 
thus proceed with the detailed discussion of how systems behave in the process of 
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acceleration. We consider a direct transition of the points and point clocks of a 
system K, into a system Kj. 

Applying suitable forces on the points and suitable torques on the clocks, 
we can compel the system to go through any desired change. 

We thus consider a cubic lattice of unconnected mass points in K, together 
with synchronized but independent clocks near each of the lattice points. We may 
now require that in an interval between t = 0 and t = t, the system is to be rear- 
ranged into K}. Thus, the points should be accelerated and the clocks slowed down 
so that the whole system of points and clocks is arranged to its Lorentz transformed 
state. This rearrangement can take place continuously through a chain of intermedi- 
ate arrangements, there being a continuous manifold of suitable chains. In general 
these transitions will be such that in the course of re-arrangement the system 
does not correspond to Lorentz transforms of the original arrangement. We 

“investigate now, how far it is possible to go through a continuous chain of Lorentz 
transforms of the original state and eventually to arrive at K{.To investigate 
how far such a transition is possible it is convenient to single out two points 
and follow up their motion. Consider thus a point clock M, starting its journey 
at x = 0 and another point clock M, starting from x = a. We accelerate M, 
so that its velocity at a time t becomes v(t) with 


0 t<0 
ot) ={ t>t, 


the x coordinate of M, will thus be 


t 
a(t) = | v(t) de. 
0 


If we require, as is usually done, that 
X(t), vt fort >t, 


i. e. if, we require that M, should become the origin of Kj, then for a certain 
part of the interval 0 < t < t, v(t) must exceed v. Thus a certain overshooting 
of the final value is needed so as to bring M, into the origin of K?. 


On account of the Lorentz contraction M, has to move so as to approach 
steadily M,; the x-coordinate of M, thus must bé made to be 


t 
xa(t) = | v(t) dt + aV1—v()¥er. 
; 3 
The velocity of x(t) is 


V(t) = a0 v(t) +a = (V1 aileg v(t)?/c?). 


ON THE PHYSICAL INTERPRETATION OF THE LORENTZ TRANSFORMATION 413 


Thus, in general 
V(t) # v(t). 


In particular we note that for sufficiently large a the correction may become 
so large that V,(t) may exceed the velocity of light. The rates of motion of 
the clocks M, and M, have also to be controlled steadily, so that their readings 
at a time t should be given by 

to(t) = tV 1 — o(8)*/c?, (M)) 


and 


ta(t) = V1—v(t)/c? (*— arly) ): (M.) 


c? — v(t)? 


Differentiating the above expressions inio t, we see that 


dt,(t — d Fee OTF 
aot = V 1— o(t)*/e? + te V 1— v(t)*/c? 
dt,(t ——__— d ae ATES d t 
Stel = Wiis v(t)?/e? + arr l= v(t)?/c? —a a Aas 


Both rates differ from V 1— v(t)’/c? the rate of a clock in a stationary sys- 
tem. Thus, we may lead our system through configurations which at any ins- 
tant show positions of lattice points and clock readings in accordance with a 
Lorentz system but the rates of movements in our changing system necessarily 
differ from those in a Lorentz system; for sufficiently large values of a the rate 
dt,(t)/dt even becomes negative thus the clock at large distances from the centre 
has to be made to go backwards on its time scale. Thus, if we were to switch 
off all the driving forces at an instant t! <t,,the points and clocks would at 
that instant be in positions and show readings corresponding to a Lorentz 
transformation of K,, but this adjustment would not remain so adjusted owing 
to its own imertia. Once acceleration has come to an end the particles will 
proceed with the velocities they had at the instant of the cessation of the 
forces. In this way M, will have a velocity component towards M, and. the 
clocks M, and M, will also proceed at different rates, neither of them with 


the rate V 1— v(t’)?/c2, corresponding to a Lorentz system of velocity v(t’). 


Thus, it is impossible to change steadily from K, to K% passing through 
strict »Lorentz systems« only. 

Considering a material system the process of accelerating has most compli- 
cated features. The details of the transition process depend essentially on the 
manner of acceleration and also on the elastic properties of the accelerated 
system. To begin with, care must be taken that neither the applied forces nor 
the arising elastic stresses should exceed certain limits because too large forces 
will cause permanent deformations. If such large forces are applied to a system 
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then it will settle down into such a final state where its deformation is apparent 
even from Kj. 

5. Stationary acceleration. Carefully applying only sufficiently weak forces 
we can consider the following procedure. We accelerate all parts of the system 
by separately applied forces to a small velocity Av. After the acceleration 
we wait until the system relaxes from the elastic stress brought about (i. e. we 
wait for the contraction 1/4/1— (Av)*/c? and in case of a rotating system 
also for a certain twist to take place). Once the system has relaxed, we can 
apply the same increment of acceleration and thus accelerate up to a velocity 
2Av and wait again for relaxation. Thus, step by step we reach the final 
state with velocity v, the smaller the individual steps the smaller the temporary 
deviation of the system from its actual state of equilibrium. We can of course 
smooth out the process of acceleration and we may arrive at a process in 
which the system is steadily accelerated and all the time it lags behind its state 
of equilibrium. This lag can be reduced below any given limit by reducing the 
average value of acceleration. 

We can thus accelerate a material system so that its momentary shape 
is to any desired accuracy the Lorentz transformation of the initial shape. 

The order of magnitude of the acceleration which can be allowed to act 
on a system without preventing its steady relaxation depends entirely on the 
elastic properties and on the size of the system. In the case of acceleration by 
sudden increments, the times which bave to be allowed for the system to relax 
are at least of the order of the time an elastic wave requires to traverse the 
system ; the relaxation time can, however, be much longer if the frequencies 
of the elastic vibrations of the system are low. 


Accelerating a material system in such a stationary way as we have just 
considered, we find that the momentary shape of the system moves through a 
continuous set of Lorentz transformations — but that the rates of motion of the 
individual parts of the system consist of two components : 1. the actual Lorentz 
transformed motion, and 2. the rate of change through the steady change of 
Lorentz systems. 

Thus, if we consider rates of changes (like the rates of clocks), then we 
find that the system does not really settle down into a Lorentz system until 
the acceleration has been fully accomplished. 

Just as in the case of the unconnected system, if the acceleration is suddenly 
switched cff, then owing to the motions of the parts of the system, the system 
will overshoot, only as the result of oscillation or damped relaxation will it 
evcntually settle down into the Lorentz transformed configuration. 

The overshooting can, of course, be avoided if the forces are switched 
off gradually instead of suddenly. 

Instead of accelerating a system slowly so that the elastic forces can keep 
in step, we can accelerate the system suddenly, so that the elastic forces have 
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no time to come into play during the process of acceleration. In this latter case 
the accelerated system does at first not deform but a perfect Galilei transform 
is brought about, and only afterwards under the influence of elastic forces 
starts the system to deform (possibly it starts to oscillate mechanically) until 
it settles down in conformity with K}. 


6. The behaviour of a clock system under acceleration seems to us to 
demonstrate very clearly the essential physical features of the Lorentz trans- 
formation which can be summarized as follows. 


A mechanical system which is at rest and in equilibrium in K, is not-in 
equilibrium any more once it is set into motion. The new equilibrium has to 
be obtained by the action of the inner elastic forces released by the change 
of state in the course of acceleration of the system. The acceleration brings 
about an inner change of state and it is up to the elastic forces to secure the 
new equilibrium corresponding to the new physical state. 


The change of state brought about by acceleration can be compared with 
the change of state caused by change of temperature of a mechanical system. 
Heating a material system gradually, the system will expand ; the expansion 
can be understood as establishing equilibrium in the changed inner state. 


The role of the elastic forces becomes quite clear if we consider a very 
sudden rise of the temperature of a large elastic body. If this rise is accom- 
plished in a short time and uniformly throughout the whole body, then owing 
to the inertia of the body the rise of temperature merely produces a rise of 
inner pressure ; but this pressure is built up so quickly that during the time 
it builds up it has no time to establish equilibrium. Thus, only after the temperature 
rise has already been accomplished the pressure will gradually overcome the 
inertia of the system and cause deformations until equilibrium is established 
between heat motion and elastic forces at the higher state of temperature. 

Thus we can »throw« a system into a state of higher temperature and we 
expect that the deformation of the system takes place lagging behind the actual 
rise of temperature — the lagging behind depending entirely on the mechanical 
properties of the system. 

Just in the same way, we can »throw« a system into a state of translation 
by a sudden application of uniformly spread out forces. The translational 
state can thus be attained without deformation, the Lorentz def srmation builds up 
only as an effect of the new state of inner forces. Just as in the case of heating, 
the deformation of the system will lag behind the change of state. (The state 
itself is characterized by the velocity relative to K,). The amount of lagging is 
entirely determined by the mechanical properties of the system. 

This analogy underlines the interpretation of the Lorentz deformations as 
deformations caused by the change of the state of inner equilibrium, caused by 
the change of inner state of the sytem. 
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IV. The mechanism of the Lorentz deformation 


§ 9. We have shown in the previous section that in a material system 
which is brought into translational motion certain changes of state take place. 
These changes of state, somewhat similar to those of change of temperature, 
destroy the equilibrium of the inner forces and thus, the change of state is 
followed rapidly by a deformation which eventually brings about again the 
equilibrium. The mechanism of this change of state can be understood without 
difficulty. 

The Lorentz deformations are caused by the finite velocity of propagation 
of the acting forces. 

All the elastic forces inside a system can be derived from the inter- 
atomic forces and these are essentially quantized electromagnetic forces. Thus 
eventually the forces acting in a system are composed of electromagnetic forces 
which are propagated with the velocity of light. 

The precise mode how the finite propagation of electromagnetic action 
causes the Lorentz deformations is demonstrated in a particular case by the 
well-known derivation of the field of a moving electric charge from the retarded 
potentials (without explicit use of Lorentz transformation). The retarded 


potentials are : 
o- fff] a= Ife] ay 


where the integration is to be extended over the charge distribution 
inside the particle, and the square bracket signifies that charge etc, have to 
be taken at retarded times. After the calculation is carried out for an extended 
distribution one has to proceed to the limit of zero extension of the charge 
distribution, and can thus calculate the field of a moving point charge. The 
detailed calculation’ shows that the field of a point charge moving 
free of acceleration thus obtained is exactly the field one obtains as the Lorentz 
transform of the Coulomb field of a static charge. In particular, the field thus 
calculated is contracted in the direction of motion by a factor +/ 1 — v*/c?. 
Thus the calculation taking into account the finite speed of propagation of an 
electromagnetic field gives exactly the Lorentz transformed field without any 
reference to Lorentz transformation or theory of relativity. Thus, the Lorentz 
deformation of the static field of a charge.can be fully accounted for in terms of 
the retardation — i. e. in terms of the finite speed of propagation of the elec- 
tromagnetic field. 

Instead of a simple charge we may consider a more complicated system 
consisting of particles which act upon each other, the actions propagated with 
the velocity of light. 


1 See e.g. W. Heitler, Quantumtheory of Radiation, 2nd ed., Oxford 1949, pp. 19—22. 
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If we accelerate this system without deformation, then we disturb the 
equilibrium between the forces. The actions upon a point A of the system, 
coming from the points B,C... etc, come from retarded positions and thus, 
the relations between the various parts of the system are upset by the accelera- 
tion. If we rearrange the system in accordance with a Lorentz transformation, 
then we eliminate all the asymmetries arising from the motion of the parts of 
the system and thus we get an equilibrium arrangement. 
| Let us consider as an example of such a system a hydrogen molecule. The 
distance between the protons inside the molecule can be ‘calculated by calcula- 
ting the energy of the system as function of the distance of the protons. The 
distance for which the energy is a minimum is the equilibrium distance. 

) A similar calculation, though much more complicated, could be carried. 
‘out for two protons in motion. The fields of the moving protons and of the two 
electrons have to be taken as the retarded fields, the energy has to be minimized 
and thus the equilibrium distances calculated. Without carrying out this cal- 
culation, we can predict with certainty what the result of such a complicated 
calculation would be. Since quantum mechanics is consistent with relativity, 
the problem can be dealt with as follows. We transform the system to rest 
by a Lorentz transformation, regard, however, this transformation merely as 
a mathematical trick, namely as a change of variables. The calculation can. 
thus be carried out with help of these new variables and in the end we 
return to the old variables by means of the reversed Lorentz transform. The Lo- 
rentz transformation in this consideration may be looked upon as a purely 
mathematical tool which helps to simplify the mathematically difficult problem 
of treating the moving protons. The result of this calculation obviously shows 
that the moving hydrogen molecule is contracted in the direction of motion 


by a factor a/ 1 — v*/c?. This contraction is, however, to be regarded as the 
effect of retardation on the equilibrium distribution. 

It can be thus concluded, that the inner change of state, which we dis- 
cussed at the end of the previous paragraph, and which is responsible for the 
Lorentz deformations, is due to the retardations suffered by inter-atomic forces. 
in a moving system. . 

§ 10. Although it seems to be clear that in a material system the atomic 

forces produce the Lorentz deformation through their finite speed of propaga- 
tion, it seems useful to discuss a schematic model of a crystal lattice in order 
to illuminate details. - 

Consider the following, completely schematic picture, of an one-dimensio- 
nal lattice. Suppose the lattice points 1, 2, 3, etc to be arranged at equal distan- 
ces a from each other. Suppose further that each lattice point periodically 
emits light impulses at intervals t. We suppose now that these impulses re- 
present the inner forces in such a way that the energy of the lattice is a minimum 
provided impulses coming from the various lattice points meet simultaneously 


j 
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and in lattice points. Thus if the impulses are emitted simultaneously by all 
lattice points at t = 0, a/c, 2a/c,.. . etc, then the energy is minimized. 

If we deform the lattice, e. g. compress it, then we disturb the phase 
relations, the signals will in the deformed state not meet simultaneously at the 
lattice points but the times of meetings will be spread over a small time interval 
and the meetings will take place in the vicinity of the lattice points. Thus accor- 
ding to our assumptions by compression of the lattice we increase its energy. 
From this increase of energy we can derive the elasticity modul of the 
lattice. 

If our lattice is set into motion parallel to its own direction by accelerating 
simultaneously each lattice point individually, then the phases of the impulses 
are upset just as they were upset in the case of compression. If we assume that 


the rates of the emission of impulses decrease by the factor a/ 1— v?/c? as the 
effect of acceleration (slowing down effect of clocks) we find, that the energy 
cf the moving lattice is minimized provided 1. the lattice constant is reduced 


‘to a +/ 1— v*/c?, 2. the phases of emission of the impulses are shifted by the 


Lorentz shift, i. e. so that the shift of the phases of two consecutive lattice 


: av 
points becomes At = — ——_. 


c? — v* 

If on the other hand the lattice is set in motion perpendicular to its 
own direction, then the lengthening of the path of the impulses in the moving 
Istate of the lattice is exactly compensated. by the slower motion of clocks, and 
thus the equilibrium is not disturbed by the perpendicular motion. An acce- 
teration into a direction at some angle to the lattice direction can be discussed 
similarly. 

The above picture shows in a rather primitive way the connection be- | 
ween propagation of inner forces and Lorentz deformation. We note the follo- | 
wing feature of the present model. 


Suppose an interferometer to be constructed out of two rods OA and OB 
standing at right angles to each other. Their length should be equal 0A = OB = 
= na, thus they each should consist of n links of a lattice chain. A light signa 
sent-from O to A and reflected back to O requires a time 2na/c, the same time iy 
required by a signal to travel along O B and back. If two such light signals 
start in step with impulses travelling between the lattice points, then they 
will also return in step with them and they will always travel exactly in stey 
with such impulses. If we set the whole system in motion, then it will adjus) 
itself so that impulses coming from different parts will meet exactly at th, 
lattice points. Thus, if the light signals start their journeys O-A-O and O-B-¢ 
in the accelerated but completely relaxed system then they are bound to trave 
again together with the impulses and, as the system has adjusted itself so a 
to let impulses meet at lattice points, the light signals travelling in step wit 
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impulses will also meet at O. Thus the d-formation of the lattice exactly com- 
pensates the differences of velocity of light in the O A and O B direction. 

This experiment can also be interpreted by saying that measuring the 
light velocity in the directions 0.4 and OB, we do in fact nothing else but com- 
pare the velocity of outer light signals in these directions with the velocity of 
propagation of the inner impulses in the same direction — the result merely 
shows that in an equilibrium state the outer light signal travels exactly with 
the same velocity as an inner impulse of the same direction. Viewed in this way, 
the Michelson-Morley result becomes to some extent trivial. 

§ 11. From the discussion of the previous paragraph, we see that a mate- 
rial system, kept together by forces which are isotropically propagated in K, 
with a velocity c, will suffer a Lorentz deformation if it is brought into trans- 
lationary motion with respect to K,. Reversing the argument it seems likely 
that if a system shows the Lorentz deformations then the inner forces of this 
system are in fact propagated isotropically and with velocity of light. 

If for the sake of argument, we assume some action propagated with 
velocity C > c, then a system kept together by such hypothetical kind of force 
would also show a kind of Lorentz deformation, but in all expressions relating 
to this peculiar kind of matter ¢ had to be replaced by C. The length contraction 
e. g. would be 4/1 — v?/C? instead of 4/1 —w'Jc*, 

It is often asserted, that if a physical action propagated with a velocity 
C = c was found, then the theory of relativity would be invalidated. According 
to our considerations this is not at all the case. The role of the velocity c, accor- 
ding to the views expressed in this article, is simply that it represents the velo- 
city of propagation of the forces keeping ordinary matter together. If a piece of 
matter is moving with a velocity v ~ ¢, then it has to adjust itself to the inner 
asymmetry caused by the anisotropic propagation of action with respect to 
the system. This adjustment takes place by such a deformation (i. e. the Lorentz 
deformation) that the anisotropy becomes effectively compensated. 

These deformations take place not only in material systems consisting of 
many elementary particles, but also somehow in the infer structure of elemen- 
tary particles themselves, as the latter behave also in a Lorentz-invariant way- 

If the parts of a system were to move with a velocity exceeding that of 
light, then no deformation could possibly compensate the asymmetries arising. 
In the latter case impulses sent out by parts of the system would be propagated 
in one direction only and thus equilibrium could not be established. 

The energy of a system whose equilibrium is so thoroughly upset can be 
supposed to be very large. Thus according to this assumption it might not be 
absolutely impossible for a system to move with over-light velocity, but the 
energy of such asystem would be very large, if not in fact infinite. At any rate 
we have a qualitative difference between under-light velocities and over-light 
velocities. For the latter equilibrium cannot be obtained through deformation. 
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Summarizing this argument it can be stated, that the relativity theory 
accurately describes the states of equilibria of material systems in state of 
translation. This description is shown to be correct by large numbers of experi- 
ments and these good results could not be invalidated even if in some remote 
part of the universe matter existed which was kept together by forces propagated 
in an altogether different manner. 

It is also often said, that if a velocity C — c of action was found to exist 
‘then the theory of relativity ought to be modified in such a way that in the 
modified theory this velocity C takes the role of c. The latter assertion is also 
wrong in our opinion. The Lorentz deformations are given correctly when using 
the velocity c. If we were to transform coordinates with a kind of Lorentz 
transformation where c was replaced by C, then the latter would just not be 
suitable to describe material systems. The fact that with help of the ordinary 
Lorentz transformation material systems are described in a most satisfactory 
manner in itself justifies the theory of relativity to a large extent — and ?t is 
quite immaterial from this point of view whether or not other forms of matter 
exist with new properties. ; 

§ 12. As a last question we discuss briefly the following : the theory of 
relativity leads to transformation properties of various physical quantites — 
how far can these transformation properties be understood as retardation 
effects? 

As we have already pointed out, the field of a moving charge can be : 
derived from retardation only ; thus the transformation of an electromagnetic 

field can be fully understood in terms of retardation. Matter in bulk is kept | 
together by retarded forces and from this the Lorentz contraction and Lorentz | 
phase shifts can be derived directly (the latter if e. g. the mechanism of a rota- 
ting cylinder is considered). | 

The change of mass with velocity can presumably be derived from the | 


above consideration provided the principle of equivalence of mass and energy | 


is postulated. Indeed, the electromagnetic energy of a system set in motion is | 
increased by a factor 1/+4/1— v*/c?, the same may be supposed of the non- | 
electromagnetic parts of the energy and thus we get the increase of mass by | 
velocity. 

The slowing down of a clock has so far been postulated as an experimental 
fact. However, this effect is intimately connected with the other relativistic. 
effects. We show on hand of two models that this slowing down occurs automa- 
tically. First, consider a wheel rotating by inertia on an axis parallel to the 
x-axis. The wheel should be prevented mechanically from sliding along the 
axis. If the axis is accelerated parallel to its own direction, then the mass of 
the wheel increases by a factor 1/4/1 — v*/c? and as no rotational momentum 
is applied to the wheel it has to slow down its rate of rotation by a factor 


4/1 — ee". 
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Secondly, consider two parallel mirrors fixed in a rigid framework at a 
distance a from each other. A light ray reflected to and fro between the two 
mirrors be considered as a clock with a period At == 2a/c. If the system is set 
into motion then the period of this clock will change. The time of period of the 

| moving clock-will be 


aV1—v2/c? aV1—v4{c? ns 2a/e At 
ere ve V 1— vc? V1— vc? 


where a4/1— v*/c? is the distance of the mirrors after the framework has 
suffered the Lorentz contraction. We see from these two examples, even if we 


At’ = 


could not show it in general, that the time contraction is closely connected 
with the effect of retardation. < 

As far as we can see, the transformation properties of other physical 
quantities can be derived from those already discussed ; thus it seems that 
Lorentz deformations, taken in a general sense so as to include the changes of 
all physical quantities by acceleration, can be traced to the effects of retar- 
dation. 

The writer is greatly indebted to professors L. Infeld and A. Rubinovicz 
and their younger collegues in Warsaw for a thorough and exciting discussion 
of the problems dealt with in this article. 


Appendix 


We consider two wheels with radii @ at a distance a from each other 
rotating with an angular velocity @. 
‘The velocity of the circumference be 
w= QO. 
The wheels are connected by a rectangular plate (length a width 6) which stands 
parallel to the axis of rotation. We calculate the deformation the rectangle 
suffers, if the system is made to move with a velocity v > w parallel to the axis. 
The total velocity of the rectangle is 
> > > 
W=v+w. é 
Before the motion has started the sides a and b are inclined by angles a and 
B towards the axis (see fig. 4). We have 
v 


w 
tan a=—, tan B =——- 
v w 


When the system is put into motion the rectangle deforms and the angles a, 
B change into a’, fp’ with 
tan @ tan B 


tan Bp’ = ———— . 
V 


tana’ = 
J/ — w/c? 


1— w?/c* ; 
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From this we have 


1 
tan (B’—a’—m/2) = ——= izes tan € 


where ¢ is the angle by which the rectangle is twisted. The phase shift produced. 
by the twisted rectangle is thus 


avw 
Cc? 


(1— W?/c?), 


the latter, apart from higher order terms is the shift required for a Lorentz 
shift. 


O ®HM3H4UECKOM HMCTOJKOBAHHM TPAHE®OPMALHH JIOPEHIA 
JI. Anowu 
Peswme 


B pesyabTare sToH paOoTbl MBI yTREp%KAaeM, 4TO ANA Toro, 4TOOH NOHATh npeoOpaso- 
BaHHe JlopeHua, Hao paccMaTPHBaTb ero-¢ TaKOH TOUKH 3peHHA, KOTOpan CTOHT OHDKe K 
ToUKe 3peHHaA JlopeHua, ¥eM K TOUKE 3peHHA BJinuITeHHa. B ocoGeHHocTH mpemnonaraetca 

, 


uTOObI CKOpOcTh cBeTa HE pacCCMaTpHBaslacb; Kak BbICHaA 
F rpaHHua CkKopocTH pacnpocrpa- 
HeHHA KadkKforo @usHyecKoro feHcTBHA. : oe te 
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Summary 


The basic conceptions of quantum theory are analysed. It is investigated in detail 
how far the results cf orthod>x quantum theory follow by necessity from experimental fin- 
dings. As the result of this analysis it is concluded that some of the speculative results of 
quantum the ry can be dispensed with and that it should not be impossible, at least in 

prune ple, to find a model for quantum phen mena, the model being much cl ser to a clas- 
sical cne than it is usually bel eved to be possible. Such a model would d.spense with the 
unacceptable idealistic conclu ions of the theory without getting -n contrad.ction w.th such 
results of the theory which are d rectly established by experiment. 


The model explicitely uses the assumpt on of action propagated with over-light velo- 
city ; it is pointed out that a straightforward analysis of experimental facts leads necessarily 
to such an assumption. : 


I. Introduction 


§ 1. The orthodox quantum theory, i. e. the theory as formulated by 
Bohr, Heisenberg and their schools, comes to conclusions regarding causality, 
influence of the observer on the object of observation etc. which many physi- 
cists have been unable to accept from a general point of view, nevertheless 
these paradoxical formulations have been widely put up with because of the 
great success of quantum theory. The number of new results obtained from 
quantum theory is most impressive indeed. These »paradoxical« conclusions 
are in fact positivistic and idealistic views. The physical theory 
itself must, however, always he built on the concept of a world exisiing 
independen ly of our consciousness of it on a materialistic basis. Thus 

there is an acute conflict between idealistic formulations and inherently 
materialistic concepts. This conflict has led not only to distorted views but, 
in our opinion, it has handicapped the development of the theory. These 
are the problems we are dealing with in this article though not from the 
philosophical point of view but from the point of view of the physicist 
who wishes to clear certain physical problems which the present theory is 
unable to cope with. 


‘ 
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‘Nhe school of soviet physicists [1], [2],[3] has shown in a clear manner, 
that the philosophically unacceptable conclusions of the »orthodox« quan- 
tum theory can be separated from the physical parts of the theory itself. Thus 
Bohr’s »Principle of *Complementarity« is a mere burden on the theory, no 
actual result can be derived from it and thus, to say the least, it makes 
it more difficult to arrive at a clear picture. 

But there are also eminent physicists in the west, who do not accept without 
criticism the philosophical ideas put forward by the Bohr school. Foremost 
there is Einstein [4] who is dissatisfied with the theory ; when this work was 
nearly completed an article by Bohm [5] on the same subject appeared. 
Another example is Planck who in a lecture delivered in 1937 very clearly criti- 
cized the positivistic conceptions of quantum theory [6]. Planck made even 
an attempt at modifying quantum mechanics so as to eliminate some of the 
conceptional difficulties [7]. There are other physicists sharing similar views. 

We quote at the end of this article one of these critical views. 


In the present article we shall not confine ourselves merely to a _philoso- 
phical criticism of quantum theory. We make an attempt to analyse the actual 
experimental findings upon which quantum theory is based. In particular 
we shall investigate which of the conclusions drawn by the orthodox theory 
follow with necessity from the experimental findings. We find as the result of 
such an analysis, in accordance with the critical views quoted above, that 
there is no real necessity to accept the idealistic interpretation of the experimental 
findings which are given in quantum theory. I have come to conclude, that at 
the root of the difficulty lies the fact that the quantum theory in its present 
form is an incomplete theory and that the idealistic and positivistic philo- 
sophical conclusions drawn from it are attempts to hide the incompleteness 
of the theory. : 

So as to avoid possible misconception, it should be emphasized, that I do | 
not think the theory to be incomplete in the sense Einstein suggests; I do not | 
suggest that it is possible simultaneously to ascribe valués of coordinate and | 
of momentum to a particle. In this respect I completely share the views expounded | 
by Blochinzev [la], both in his criticism of Einstein and in his criticism of Bohr’s | 
answer to Einstein. The incompleteness of the theory in my opinion is a 
rather deeper one and it is explained in § 19 of this article. 

Neumann’s so-called proof that quantum theory cannot be completed by 
the introduction of hidden parameters‘so as to become a deterministic theory 
does not affect our considerations. Neumann merely proves that if we accept 
quantum theory as a whole, proved and speculative parts in the same 
way, then the theory is not deterministic. However, there is no real need 
to accept everything that quantum theory predicts. We try in our ana- 
lysis to confine ourselves to reasonably certain experimental facts only. Our 
analysis thus deals merely with actual experimental findings and only rea: 
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sonably idealized experiments. Attempting to analyse such experiments only 
we draw the conclusion that these experiments can in principle be described 
by a model which is much nearer to a classical model than it is generally 
believed to be possible. 

This model is, of course, not in absolute accordance with quantum theory. 
There are cases when the qualitative model we propose leads to results which 
differ from those expected from the strict application of quantum theory. 
However, the discrepancies are in a field where many ideal experiments have 
been thought of but no real ones were carried out. Thus, our model is in accor- 
dance with all real experiments but predicts that some of the ideal experiments, 
if one were to succeed to realize them, might lead to other results than is usually 
supposed. 

The discrepancies between the model proposed and the orthodox quantum 
theory arise mainly when applying quantum theory to macroscopic processes, 
while as far as microscopic processes are concerned. nothing is altered. The 
present attempt has a certain similarity to that given by Bohm [5] where, 
however, changes in the description of processes on a very small scale are thought 

_ of. His paper came to my notice after this paper had nearly been completed. 
Further many of the ideas brought forward in my paper have been sug- 
gested and discussed previously by several other authors. I am thinking 
in particular of early papers of De Broglie and the very interesting papers 
of Blochincey [1b]. What may be new here is, that I try to introduce many 

of these features simultaneously and make an attempt thus to get a closed 
picture. : 

The main weakness of the considerations given here is that I am unable 
at present to propose the model in more than a qualitative manner. However, 
I hope with this article to draw sufficient attention to the problem so as to 
initiate an effort in this direction which might result in finding the quantitative 
solution of the problem. At the momentI merely try to show that im spite of the 
general belief to the contrary, a model for quantum processes is possible, at 
least in principle. 


II. Wave and Particle Properties and Experiments 


§ 2. Analysis of experiments. There are many experiments which indivi- 
‘dually are demonstrating very clearly either the wave aspect or the particle 
aspect of electrons or of photons or other elementary particles. Difficulties 
arise if we want to interpret these results simultaneously. There exists a view, 
that we are »not allowed« to consider simultaneously such experiments: — 
it is claimed that to mix the two aspects does not lead to reasonable results. 
In our opinion, it is quite true that paradoxies arise if the wave and particle 
‘aspects are stressed simultaneously — however, these paradoxies cannot be 
avoided by postulating that one must not think about them. 


7 Acta Physica 


a 


426 L. JANOSSY 


We describe a few important experiments in a qualitative manner and 
analyse them from the point of view of the above problems. 


§ 3. Wave properties. Consider a screen I with two slits A and B. A second 
screen II is placed opposite (see fig. 1). A plane wave falls on I; if only 
B is open, then we get a uniform illumination on II opposite the open slit. If 
on the other hand both A and B are open, then an interference pattern appears 
on II, the latter differing from the sum of the light distributions arising from 


the separate slits. 
: ») 


gi L 


Fig. 1. 


The phenomenon is well explained by assuming that the plane wave falling 
on A and B forms cylindrical waves with axes along A and B. One such cylindrical 
wave falling on II gives rise to a uniform intensity distribution. If both cylindrical 
waves are permitted to form, then they interfere with each other and give rise 
to the interference pattern. 


This experiment thus carried out with light demonstrates very clearly 
the wave nature of light. A corresponding experiment carried out with a beam 
of electrons demonstrates similarly the wave nature of an electron beam. 
(One cannot use two slits in the electron case but instead has to use a crystal 
lattice ; however, the diffraction on a lattice does not differ in principle from 
that formed by two slits.) 


THE PHYSICAL ASPECTS OF THE WAVE-PARTICLE PROBLEM A427 


There are very many other interference phenomena; these prove with 
great, precision that light is a wave phenomenon and further that these waves 
are electromagnetic waves obeying Maxwell’s equations. In particular, there 
are interesting experiments which show that a radiating atom emits spherical 
waves with polarization corresponding to dipole radiation; such experiments 
were carried out by Selényi in 1911 [8] and independently by Schrédinger [10]. 
_These experiments show that parts of spherical waves emitted into different 
“di ections can be brought to interference with each other. Interference arises 
to precisely such an extent and shows such polarization [9] as expected theore- 
tically supposing the radiation to consist of spherical waves emitted by dipoles. 


M, 


Fig. 2. 


A particular kind of interference experiment is the reflection of a beam of 
light on the surface of a transparent solid or mirror surface. A team of light can 
thus be split into two; the parts of the beam are coherent and if brought again 
together they give rise to interference fringes. The typical arrangement is 
Michelson’s interferometer. (See fig. 2.) 

§ 4. Particle properties. The particle property of light is demonstrated 
by Einstein’s photo-electric effect. A beam of light consists of single photons 

each carrying an energy hv. As these photons are independent of each other a 
weak beam shows fluctuations of intensity. Such fluctuations have been exten- 
sively studied by Vavilov [11]. 

The composition of a beam of photons can be also demonstrated with 
electron multipliers. The latter instrument responds to the incidence of single 
photons: A single photon falling on the cathode of the electron multiplier, if 
giving rise to a photo-electron, initiates an electron avalanche which by means 


7[* 


i 
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of amplifiers triggers some mechanical gadget. Thus, by means of the electron 
-multiplier we are able to count the photons of a beam directly." 

By means of electron multipliers we can measure the intensity of a beam 
as the rate of photons per unit area. We may thus measure the intensity distribu- 
tion e. g. in an interference pattern. Similarly we can measure the division of 
intensity in the parts of a divided beam by counting the photons proceeding 
each way. 

In so far as we measure large intensities we can say that, considering a 
single frequency v only, the photon density in any illuminated part of a system 
is proportional to the energy-density as calculated from Maxwell’s equations. 

New problems arise, however, if we consider small light intensities corres- 
ponding to few photons only. 


Fig. 3. 


-§ 5. Behaviour of single photons. Consider a weak source of light which 
emits N photons per sec in a parallel beam. If we place a shutter before the 
light source which, when operated, opens for a time t < 1/N then for most of 
the operations of the shutter no photons will escape. But taking those cases 
where photons do escape, they will escape mostly singly and only in rare cases ~ 
will'a group of more than one photon escape. Such a light source can be built 
in practice, and it yields well separated single photons. 


We consider what happens if we let single photons one after the other fall 
on an optical arrangement. The simplest case is a beam falling at 45° angle on a 
hal*-silvered mirror M. (See fig 3.) The beam a is split into a and f, a reflected 
and a transmitted beam. What happens to each photon? As was ‘shown experi- 
mentally by Cosyns,” each photon is either reflected or transmitted if we are 


1 The efficiency of the electron multiplier for recording single photons is of the order 
of 1/20—1/200 according to details of the arrangement. This efficiency depends on the proba- 
bility for a photon falling on the cathode to give rise to a photo-electron. Thus the electron 
multiplier does not count every photon but only one out of n, where n is a characteristic of the 
multiplier. Thus a certain precaution is necessary when interpreting results of photon counting. 

® According to a personal communication M. Cosyns has carried out an experiment of this 
kind several years ago but has not published his results. A similar experiment is in course of 
preparation by A. Adam in my laboratory, 


i 
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to base our conclusion on the following experimental result. One electron 
multiplier is placed into the beam a and another into the beam £. If a photon 
were to divide into two, then it would cause a coincidence between the multipliers. 
The experiment has shown, however, that two such multipliers do not record 
coincidences beyond those which are to be expected to be caused by independent 
photons accidentally crowded together into short time intervals. Thus each 
photon falls on one of the multipliers only. 

A similar behaviour is expected of single photons falling on a grating. 
Each photon passes through the grating and then proceeds to the screen where 
the interference pattern appears. If we replace the screen by a set of electron 
multipliers the cathodes of which cover the area of the screen, then each photon 
will trigger (at most) one electron multiplier. Thus every photon appears in one 
point of the screen only. 

Repeating such an experiment several times, thus throwing one photon 
after the other on to the grating and marking the places where photons are 
found, gradually an interference pattern will develop. We expect to find the 
relative number of photons falling on the individual electron multipliers, apart 


from statistical fluctuations, to be proportional to the intensity of the inter- 


ference pattern integrated over the area of the cathode of the instrument. 


The remarkable feature of this experiment is, that the photons thus 
employed are necessarily independent of each other. Indeed, the time intervals 
between the single photons can be made arbitrarily large so as to make any 
mutual connection between the photons impossible. Furthermore, instead of 
sending say 1000 photons through one arrangement, we can instead send. 
one photon each through 1000 similar arrangements, and it is of little doubt 
that collecting the results of the 1000 arrangements we would get the same 
pattern as we do from the 1000 photons in the first case. 

The above experiment has not been carried out so far in the way described 
here ; nevertheless there is little doubt that it would give the result thus predicted 
if it were actually carried out. We are certain of this for two reasons. 1. Vavilovs 
[11] experiments which show that the intensity fluctuations due to photon 
structure of light are independent in different parts of one interference pattern. 
2. The diffraction image produced by a grating is independent (inside very 
wide limits) of the intensity of light. 

To 1. we note that the independent fluctuations indicate the arrival 
of independent photons in various coherent parts of the image. To 2. we note 
that if the interference pattern would in any way be connected with the in- 
teraction of photons, then this interaction would necessarily be reduced if the 


light intensity and therefore the photon density was reduced. There is no 


sign of such an effect. 
. We have thus good reason to suppose that the interference pattern produced 
by a grating comes about by the individual and independent contributions of 


430 L. JANOSHY 


single photons. Thus each photon, although it is absorbed in a single point 
contains as a tendency the interference pattern as a whole. Each photon inter- 
feres with itself and is eventually absorbed, preferably in a nogion where the 
interference pattern shows. high intensity. 


III. Synthesis of Wave and Particle Properties 


§ 5. Considering the interference and photon experiments simultaneously 
the following picture seems to account adequately for both kinds of phenomenon 
at the same time. Light is emitted in quanta. Once a quantum is emitted it 
takes the shape of an electromagnetic field and moves according to Maxwell’s 
equations. The field persists until the quantum is absorbed ; in the process of 
absorption the quantum appears as a photon. The absorption must be supposed 
to be a prticularly violent interaction of the electromagnetic field with an atom 
or an electron (the violence of the interaction may be caused by some kind of 
‘resonance). As the result of this interaction the whole wave field is made to 
contract and is sucked up by the absorbing centre. An interacting centre is 
the more likely to succeed in absorbing a photon the larger the intensity of the 
field in the immediate vicinity of the absorbing centre at the moment of 
absorption. 


To complete this picture, we must consider also the possibility that a 
photon starts violently to interact with more than one absorbing centre at the 
same time, in such a manner that each of the centres would succeed in absorbing 
the wave if the other centres would not have been encountered. In such a case 
a complicated process must be assumed to set in, the process finally ending 
with one of the centres succeeding to overcome the interaction of the others, 
and absorsing the whole of the photon. 


The above model accounts qualitatively for both interference and photon 
properties. This model seems to be the only obvious and natural mode of interpre- 
tation of the actual experimental findings. This picture has, however, never 
been seriously considered before now because it contains two difficulties. We 
_ consider these in the following. 


1. The constriction of the wave field requires some action propagated 
with over-light velocity. Indeed, if a spherical wave emitted from O meets a 
point A where interaction éets in, then so as to extend the interaction to the part 
of the wave moving away from A an action with over-light velocity is needed to 
catch up with the part of the wave moving away into the opposite direction. 

In our opinion this is no real difficulty, our views about over-light velocities 
are explained in the previous article. I would even venture to claim, that the 
photoelectric effect together with experiments on wide-angle interference make’ 
the assumption of an action propagated with over-light velocity necessary. 
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The unprejudiced experimentator would certainly claim that these two experi- 
ments together establish the existence of action with over-light velocity. 


2. The second objection to our picture of the contracting wave is of a 
philosophical nature. The latter is, however, in our opinion unjustified. 

It is claimed that we have to regard radiation either as consisting of waves 
or of particles, we must not mix the pictures. The argument for not admitting 
such a mixed picture is connected with Heisenberg’s uncertainty relation. It is 
pointed out that we cannot obtain direct experimental knowledge of the 
distribution of the intensity inside a wave, or even of its spacial extension, 
provided we attempt to show that the same wave is capable of interference 


Take the Selényi experiment as an example. Suppose a point source of 
light emitting photons one after the other, in sufficiently large intervals, so as to 
make interaction between the individual photons impossible. If we surround 
the source with electron multipliers arranged on the surface of a sphere around 
the source then the photons will trigger the multipliers and, statistically, we 
can determine the intensity distribution. If the source is such that the light is 
polarized parallel to the z-axis then we find the relative number of photons to be 
~ sin* 9 inside a solid angle dQ in a direction inclined by @ to the z-axis. 


From this experiment we can thus establish the statistical distribution 
of photon directions — but we cannot establish that any of these pho ons 
did possess a spacial extension and that by virtue of this extension each of them 
could have been made to interfere with itself. Indeed, we destroy the photons 
when recording them with the electron multiplier, and thus the photons once 
located by the electron multiplier will be unable to take part in an interference 
pattern further on. On the other hand removing the multipliers, we can by 
means of reflections, as Selényi actually did, bring divergent parts of each spherical 
wave to interference and produce at some distance the interference pattern, 


We can thus establish in these experiments, with one set of photons that 
the radiation is emitted into all directions: we cannot, however, investigate 
whether or not the individual photons might have given rise to any interference 

if they had not been absorbed. Considering another set of photons we may 
allow them to build up an interference pattern but we cannot establish of 
these latter photons whether they have started in a spherical wave distribution 
or not. 


The positivistic conclusion out of all this is, that as we cannot demonstrate 
on the same set of photons both the spherical distribution and the capability of 
interference, it is claimed to be »senseless« to conclude that both properties 
exist simultaneously. This positivistic view is, however, quite unjustified ; 
we can safely rely on measurements carried out on two separate sets of photons, 
and conclude that the two properties established in the two experiments are real 
properties of each individual photon. 


i 
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§ 7. So as to demonstrate our assertion quite clearly, let us suppose that — 
we have an arrangement which we can easily rearrange so as to either surround 
the source of light with electron multipliers o: to have the interference arran- 
gement. We can now: register every other photon with the one arrangement 
and those in between with the other arrangement. Thus the Ist; Srd.¢ 5th acc 
photon emitted we use to establish the directional distribution of the emitted 
light, the 2nd, 4th, 6th, ... photon we use to produce an interference pattern. 
It is now clear that we might just as well have used the photons no 2, 4, 6, ... 
etc. for the first and the photons no 1, 3, 5,...for the second kind of experiment 
and this would have changed nothing in the result. Furthermore it is clear that 
after having carried out a large number of experiments of both kinds, we can 
safely attribute both properties thus ascertained for a large number of photons, 
to be properties of all photons emitted under similar conditions. 

This kind of conclusion is in fact the type of generalization one has to make 
at every step when building a theory from experimental data. The fact that we 
could not possibly have made the two kinds of measurements on the same 
photon but only on two different photons is usually stressed very much by 
the Bohr school. However, in our opinion this is not really an important fact 
as can be seen in the following example. 


We consider hundred loaded shells. We examine one after the other. 
We examine the first shell by opening it, taking the explosive out and analysing 
it chemically. The second we do not open but explode it. The third we open 
again, the next we explode and so on. It would be ridiculous to conclude after 
finishing with all shells that fifty of the shells contained explosive of a certain 
chemical composition (ascertained by analysis) but that we do not know whether 
those fifty shells could have been exploded ; the other fifty certainly did explode, 
but we do not know whether they contained the specified explosive. In a termi- 
nology reminiscent of that used in connection with the uncertainty relation we 
ought to say that a shell either contains explosive or it can explode ! In fact 
there is an »uncertainty relation« to the effect that by ascertaining through . 
chemical analysis the contents of the shell we make it impossible for it to explode, 
or by exploding the shell we make the chemical analysis impossible. While this 
reciprocity is so far correct — we still do not assume that we create the chemical 
compound by analysing it, but we are completely satisfied that if we find this 
compound in a large number of shells then it is contained in most other shells as 
well, although we have not taken the trouble to carry out the analysis of the 
contents of these remaining shells. Thus by induction we generalize our findings 
on a sufficiently large sample and we naturally assume that these findings can 
be extended to cases not included in the sample. Thus analysing chemically 
the contents in one sample, blowing up the shells of another sample, we conclude 
that the rest (which has not been investigated at all) each contains the explosive 
of a certain chemical composition and also could be made to blow up. 
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Returning to the photon example, we are quite satisfied that each photon 
tarts its journey as an extendel wave front, and we are satisfied from our 
xperience on photoelectric absorption that the whole of this extending wave- 

jont can be absorbed locally by a small obstacle placed in the way of the 
rave front. 


§ 8. Returning to the first objection againet our picture of constricting 
javes we wish to note the following. 


Disregarding the positivistic objections, we are led directly from the 
xperimental facts described in § 5 to the picture of the constricting wave. 
‘hus, the unprejudiced analysis of the experiment leads to action with over- 
ight velocity. It cannot be argued that this analysis must be rejected, as it 
ontradicts the experimentally well established theory of relativity. The latter 
heory, in its usual formulation merely claims that Einstein’s interpretation of 
he Lorentz transformation would be invalidated if action propagated with 
ver-light velocity was found to exist. The experimentally established physical 
esults of the theory of relativity are, however, based mathematically on the 
Lorentz transformation and are largely independent of whether we interpret 
his transformation in the way of Einstein or in the way of Lorentz and Fitzgerald. 
‘he constriction hypothesis of the photon is thus incompatible with Einstein’s 
nterpretation of the Lorentz transformation but it is compatible with all physical 
esults (to be distinguished from speculative results) derived from the relativity 
heory. : 

The discrepancy between the constriction hypothesis and Einstein’s 
hheory comes out in the following manner. The constriction of the photon must 
ve supposed to be a perturbation of the electromagnetic wave starting at the 
thsorbing centre and extending with over-light velocity to other parts of the 
wave. Thus the interaction between wave and absorbir g centre is the cause of the 
‘onstriction, the constriction being the effect. This process, viewed from a suffici- 
¢ntly fast moving observer would appear to be different provided the observer has 
idjusted his clocks and measures according to the prescriptions of the relativity 
theory. This observer would find that the perturbation has started some- 
where at the periphery of the wave and has proceeded towards the centre of 
erturbation. The latter picture reverses cause and effect and is obviously 
macceptable. 

Thus, if we maintain that the constriction of the wave is caused by the 
perturbing centre, then we have to reject the observation of the fast moving 
observer as incorrect. This means that the system of the fast moving observer 
must be considered to be really distorted in the sense of the foregoing article. 
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IV. The Interpretation of Schrédinger’s Wave Function 


§ 9. The considerations about photons can be extended to the problem: 
of electrons or other elementary particles. In this way the question as to the precisi 
significance of the wave functions arises. There are three versions which hav 
been considered. : 

1. Schrédinger’s original conception of the yp function is that it represent 
a smeared-out electron. Thus |y|*dV is the actual matter contained in ai 
element dV. This most attractive picture had to be dropped, as it could not b 
extended to cases of more than one electron. 

2. Born’s interpretation. |p /?dV is the probability of finding the electro1 
inside dV. This is a particular case of the following more general assumption 

Supposing O to be an operator corresponding to the measurement of : 
certain physical quantity. The eigenfunctions of this operator may be writte: 
as Y),,,,.-. the corresponding eigenvalues as O,, O,,.... The state p of a systen 
can be developed in terms of these eigenfunctions as 


y=Ayy,+ Aypot.--- (1 


The significance of A, is that in case of measurement | A Pile is the probabilit 
that the result of the measurement will be O,. 

The following idealistic consideration is usually added to Born’s hype 
thesis : 

If as the result of measurement we find that the physical quantity O pos:es 
ses the value O,, then our knowledge of the state of the system has changed b 
this measurement and in consequence also the wave function has changed. T 
begin with we have attributed a probability | A a that the system has the valu 
O,, after measurement we know for certain that the system has this value 
The state where the system pos esses with certainty the value O, is expressed b 
the wave function »,. Thus it is supposed that the measurement brings about 
sudden change of state 

ee Maio 


This is the essence of the so often quoted »influence of the observer on th 
system«. We shall come back to this conception further below and give a detaile 
criticism. 

3. The third mode of interpretation of the wave function is the statistic: 
interpretation, probability being used in an objective manner. It is thus claime 
that having many atoms each in the same state y and carrying out the sam 
measurement on each of them, then the results will scatter. The probabilit 
of finding a particular value 0, will be |A ,°» Thus among N measurement 
about |A,?N will lead to the value 0,. 

§ 10. Analysis of the three interpretations. The third point of view, accepte 
by many physicists, is certainly correct as far as it goes. I endeavour to sho 
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that it does not contain the whole of the phenomena accessible to us. The short- 
comings of the hypothesis 3. can be demostrated e. g. on hand of the inter- 
pretation of the two-slit interference phenomenon. (See § 3, fig. 1.) 


Consider particles coming from the left and falling on the two slits. 
Placing counters behind the slits, covering the slits completely we can 
with help of the counters ascertain for each particle whether it falls on slit A or on 
slit B. Of course, most particles will fall on neither of the slits but will be absorbed 
in the screen; but we are only interested in those which happen not to be absorbed 
in screen I. 


The particles located when attempting to enter one of the slits are absorbed 
in the process of location and thus they will never reach the screen II. If we 
remove the counters from the slits, then the particles falling on the slits will 
reach the screen II and statistically they will form an interference pattern. 


Having no positivistic prejudices, we assume that the particles which 
were not located by counters but were allowed to pass and thus gave rise to the 
interference pattern might have been located on their way passing through slit 
A orthrough slit B. If on the strength of thi: perfectly correct assertion we conclude 
that each particle has passed through one slit only and has afterwards descended 
on screen II, then we get into grave difficulties. This difficulty becomes very 
clear, if we consider the intensity in the vicinity of an interference minimum. 
Indeed, taking the particles passing through A, we find that they avoid falling 
on II near the minimum. If we now cover the slit B, then the particles passing 
through A will no longer avoid this area. Thus there must be partictes passing 
through A and being redirected from the vicinity of a maximum to that of a 
minimum by the closing of the slit B. We cannot determine precisely which 
parti‘les are so influenced, but as the intensity from the vicinity of the 
maximum is spread out over the whole area of the interference pattern as a. 
direct result of the closing of slit B, there must exist invidual particles which, 
although they have passed through A, are influenced by the circumstance whether 
B is open or closed. 


§ 11. This strange result could be accounted for if we were to assume that 
particles going through A can interact with those going through B. However, 
such an interaction can be excluded by letting the individual particles arrive 
after long time intervals one after the other, so that the fate of each particle is 
completely decided before the next particle arrives. Thus the interference 
phenomenon cannot be interpreted in terms of mutual interaction of the indivi- 
dual electrons. 


If we grant that the particles are independent of each other, then we 
must admit that the interference experiment proves conclusively that each 
particle must have passed through both slits A and B. Indeed, if a certain number of 
particles had passed only through A and the rest only through B, then these 
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two sets of particles being independent of each other would give rise on the 

screen to a distribution j 
fass=fatSfe 

where f, is the distribution of those particles going through A only and not 

being influenced by B, and similarly where fis the distribution of the particles 

going through B but not being influenced by A. In fact, we find that near the 


minimum 


TAtee = pe oe 


Fig. 4. 


and near the maximum 


fass>fatfe- 


Thus, both slits have an influence on the individual particles passing between 
the screens. 

There are two ways imaginable as to how both slits are capable of bearing 
an influence upon individual particles. 

Firstly : One might suppose that each particle carries out a most complica- 
ted and violent motion, so that it traverses both slits several times before it 
hits the screen II and is absorbed. (See fig. 4.) Accepting this hypothesis for 
the moment we expect that placing counters behind the two slits, a particle 
is absorbed at its first attempt to enter either A or B. If on the other hand we leave : 
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both slits open, then the particle circulates on a complicated path which is 
effected by the positions of both slits — the motion comes to an end if the 
particle hits either of the two screens and is absorbed. 


The above picture seems, however, quite phantastic, one of its great 
difficulties is that the screen I would have to absorb the particle at its first 
encounter. Now it is difficult to imagine that the particles could several times 
in succession fall on the narrow slits without first falling on the much larger 
absorbing area of the screen I. Thus the above picture does not seem worth 
consideration. 


Secondly : Supposing, somewhat similar to Schrédinger’s original hypo- 
thesis, that each particle is in reality an extended wave packet. The wave coming 
from the left falls on both slits and interferes to the right of I. When absorbed 
the whole wave contracts into a small region around the absorbing centre. 


The latter picture is analogous to that proposed for the photon, it allows us 
to interpret the whole state of affairs : Consider one particle, the corresponding 
wave front falls on I. If the slits A and B are open, then the wave, provided it is 
not absorbed by I, passes through the two slits, the two parts interfere and 
eventually the whole is absorbed in one point of II. The probabilities of absorption 
in the various parts of II are proportional to | y*|. 


In this way we understand the experimental results obtained with the 
two arrangements considered further above: firstly, the arrangement with 
the slits covered by counters and secondly the arrangement with open slits and 
indicators on the screen II. In the first arrangement the wave falls on both 
counters but is absorbed by one of them. Which of the two counters absorbs 
the particle may depend on phase relations etc, statistically both counters 
have about equal chance if the slits are similar. 


If the slits are left open, then the wave contracts only after contact with 
screen II (unless of course it has been absorbed by the screen I outside the area 


of the slits). 
The contraction takes place preferably near an interference maximum. 


—  _--§ 12. Dirac [12] in his book »Principles of Quantum Mechanics« p. 8 
makes the following statement about a similar problem : 


»For a photon to be in a definite translational state it need not be 
associated with one single beam of light, but may be associated with 
two or more beams of light which are the components into which one 
original beam has been split.« ... »Let us consider now what happens 
when we determine the energy in one of the components. The result 
of such a determination must be either the whole photon or nothing at all. 
Thus the photon must change suddenly from being partly in one beam 


438 L. JANOSSY 


and partly in the other to being entirely in one of the beams. This sudden 

change is due to the disturbance in the translational state of the photon 

which the observation necessarily makes.« 

The above statement is closely analogous to our assertion of the constric- 
tion of a wave function, however, usually a different meaning to this constriction 
is given. 

We give a second quotation out of Dirac’s book (p. 9) which seems to us 
relevant in connection with the problem of the behaviour of single particles. 


»Some time before the discovery of quantum mechanics people 
realized that the connection between light waves and photons must be of a 
statistical character. What they did not clearly realize, however, was that 
the wave function gives information about the probability of one 
photon being in a particular place and not the probable number of photons 
in that place. The importance of the distinction can be made clear in the 
following way. Suppose we have a beam of light consisting of a large 
number of photons split up into two components of equal intensity. On the 
assumption that the intensity of a beam is connected with the probable 
number of photons in it, we should have half the total number of photons 
going into each component. If the two components are now made to 
interfere we should require a photon in one component to be able to inter- 
fere with one in the other. Some times these two photons would have to 
annihilate one another and other times they would have to produce four 
photons. This would contradict the conservation of energy.’ The new 
theory, which connects the wave function with probabilities for one photon, 
gets over the difficulty by making each photon go partly into each of the 
two components. Each photon then interferes only with itself. Inter- 
ference between two different photons never occurs. 

The association of particles with waves discussed above is not 
restricted to the case of light, but is, according to modern theory, of 
universal applicability«. 


From these quotations, which represent the accepted view of quantum 
mechanics, we see that one has to suppose that a photon or an electron meeting 
obstacles spreads out into a superposed state. The measurement causes such 
a disturbance that the superposed state is made suddenly to change into a single 
one in the manner y—> p,. This sudden change may be termed constriction, it 
may represent a real constriction in space, e. g. if a photon is absorbed or an 
electron is caugh. by an atom, but it may represent a »constriction in Hilbert 
space« e. g. a transition from a complex state into a simple one. 

The difference between my own point of view and that of the orthodox 
view is this that I think this constriction is a real process which ought to be 


1Such an assumption is also excluded by Vavilov’s fluctuation experiments. (L. J.) 
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nvestigated and described ; the orthodox view is that the constriction is not 
| real process but only something happening in our mind. 

Dirac carefully avoids to make a statement as to the nature of the constric- 
ion, he only emphasizes that the constriction is something that cannot be 
victured by a model i. e. — according to Dirac — by a classical picture. Why 
uch a description should be impossible is not explained, although possibly 
he reasons why a detailed description is taken to be impossible are that 1. such 
\ picture would involve by necessity over-light velocity 2. the picture would be 
neonsistent with a linear theory; the latter point we discuss further below. 
However, if we do not exclude over-light velocities and non-linear theory, there 
jeems no valid argument left why it should be impossible to account for the 
letails of the constriction process: although mathematically the detailed des- 
tription of the constriction might amount to a formidable problem. 

We see thus that according to Dirac by observing the photon we disturb 
it in such a way that as an effect of the disturbance caused by the observation, 
it changes its state from one in which the photon was spread over several beams 
to one where it becomes confined to one only. The Bohr school interprets the 
phenomenon in the following way: the wave field describes only our knowledge 
of the photon. After the path of the photon has been split we do not 
know whether the photon is in the one beam or the other. This »state of knowledge« 
is described by a wave field spread over both beams. If the observation accertains 
that the photon is actually in one of the beams, then as the result of such an 
observation our state of knowledge changes, namely from the uncertainty in 
which beam the photon is — to a certainty that the photon is in a particular 
beam. This sudden change of knowledge is supposed to be described by the 
sudden change of wave function. : 


The above description supposing the wave function to represent merely 
our knowledge of the system is, however, completely artificial and inadequate. 
As we have tried to show on many examples, the wave function does correspond 
to the real state of the system and not to our subjective knowledge of it — 
therefore the wave function cannot be affected by what we happen to know 
| about the system. So as to get rid of the mystic réle of the observer about which 
so much is written, it is useful to describe in somewhat more detail what a real 
‘observation is like. What is e. g. the process which is supposed by Dirac to 
locate the photon? In discussing what is an observation, it is essential not to 
be satisfied with ideal experiments using y-ray microscopes etc., but to analyse 
real experiments which can be performed in the laboratory if challenged. The 
mysticism which is usually found in connection with the réle and the effects 
of observation are not in a small measure to be attributed to the fact that 
problems are usually not discussed in terms of possible and feasible experiments. 

; § 13. An important characteristic of a real experiment is, that the final 
reading or observation etc. refers to a macroscopic effect. If we experiment on a 


440 L. JANOSSY 


microscopic effect then we have to use some arrangement where the microscopi 

event is made to trigger one or more avalanches which amplify the microscopi¢ 
effect to a macroscopic one. Although this is nearly trivial, it may be useful to 
describe the main types of such experiments. 

1. Recording of elementary particles by photographic plates. The elementary 
particle hits a sensitive grain in the emulsion. A grain in which a certain (small) 
number of ions are produced can be developed ; i. e. the microscopic process 
of producing a few ions initiates a chain reaction and a macroscopic grain is 
made to develop. 

2. Cloud chamber observation. By means of collisions ions are produced. 
Each ion is under the suitable circumstances capable shortly after the expan- 
sion of the chamber to collect rapidly liquid molecules and thus grow into a 
macroscopic drop. Thus the macroscopic drop is brought about by an avalanche 
started by a microscopic event. 

3. Counters, operating with gas discharge. The microscopic elementary 
particle ionizes at least one gas molecule inside the counter. (In a normally 
working counter one ion is sufficient to trigger the counter.) 

The ion is accelerated by the electric field inside the counter and produces 
an ion-avalanche. The avalanche grows to macroscopic dimensions and an 
electric disturbance results which can be recorded by macroscopic means. 

4, Electron multiplier. A photon collides with an atom and gives rise to a 
photo-electron. (This collision miy take place inside or on the surface of a ca- 
thode.) The electron is accelerated by an outside electric field and is made to 
give rise to secondary electrons. The secondary electrons each give rise to several 
tertiaries and in about ten generations an electron avalanche of such size develops, 
that it can be recorded by macroscopic means. 


5. Observation of small numbers of photons by the naked eye. The fluctuation 
experiments described and completed by Vavilov show that the human eye is 
sensitive to small groups of photons. This sensitiveness amounts also in essential 
to complicated chain reactions triggered by the primary microscopic effect. 

The important feature of the microscopic event having triggered a macro- 
scopic one, is that the macroscopic event possesses a finality which cannot be 
reasonably challenged and which cannot possibly be made conditional on an 
observer. 

Whether or not a mechanical counter has clicked is obviously independent 
of the circumstance whether or not there was somebody there to hear it. (This is 
trivial for the materialist but nevertheless it is challenged by extreme positivists.) 
But the important conclusion is that since the clicking of the mechanical gadget 
is an objective reality, the existence of an ionized atom somewhere which trig- 
gered the avalanche at the outset is also an objective reality. 

Let us discuss this on hand of an experimental arrangement which if 
need be, can be constructed. Consider the arrangement shown in fig. 5. The 
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arrangement contains three main parts in form of suitable discharge tubes. 
The first tube C, and the third tube C, record the entry and exit of one electron 
into the arrangement. The middle tube is divided (electrically) into a number 
of sections. A set of amplifiers records in which, if in any, of these compart- 
ments the passing electron has given rise to at least one ion. Such a discharge 
tube is of conventional type and can be constructed in a laboratory. 
The arrangement is supposed to register ionisation given rise to by single elec- 
trons passing through it. 


igh voltage 
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Fig: 5. 


The amplifiers are triggered by electric discharges which in their turn are 
initiated by ions which might be left in the trail of the primary. The discharge 
develops only if an electric field is applied which accelerates the ions present. 

The location of the ions need not necessarily be made immediately after the 
passage of the primary. We may switch on the collecting field some time after 
the pa:sage of the primary electron and establish somewhat later where ions 
have been produced. In case of a delayed observation we have to prevent the 
ions to diffuse too far from their point of formation, say by the application of a 
suitable magnetic field. 

Suppose, say, that the middle compartment consist: of five sections then 
a typical record would look like this 


0Ox00x 


where O signifies no ion and » at least one ion. The above record thus shows 
that at least one ion has been produced in the second and in the fifth section 


of the middle chamber. 
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Recording many electrons one after the other we may find that in average 
ion formation in the five compartments takes place with certain relative fre- 
quencies p,, P,,.-.,p;- The latter quantities can be regarded as probab lities 
of ionizing collisions in the five sections. 

§ 14. Let us consider, how this process is being described by quantum 
theory. The incident electron may be described as a wave packet. It must be 
several de Broglie wave-lengths long, but its length is nevertheless short, as the 
times of entry and exit into the tube follow in close succession. The atoms in 
the rare gas inside the tube are disturbing centres ; they can be introduced as 
perturbations into the equation of the free particle. In the initial state we have 
thus a state which contains neutral atoms only and an electron in form of a 
wave packet. In the final state we have a wave function which consists of the 
superposition of the initial state and of a large number of such states in which 
one or more gas atoms are in ionized (or excited) states. Thus as the result of 
the passage of the primary a state is brought about in which every atom is 
affected and ionized with a certain small probability. 

Thus, the wave function describing the final state has about the following 
form 

yp => A kKWk 
where p, = (k,, k,,..., ky) is the wave function describing the state where the 
atoms k,, k,,..., ky are ionized. According to quantum theory, a measurement 
is supposed to introduce such a disturbance as to change the wave function y 
from this superposition to a simple one where there are a definite number of 
atoms inside definite sections definitely ionized and the other atoms are definitely 
left neutral. 

Thus we expect measurement to bring about a change y—-y,. But what 
is the measurement which causes the transition y—> y,? The switching on of 
the collecting field cannot be made responsible for this transition. Indeed, 
by switching on the field we initiate the collection of ions and the triggering 
of electron avalanches which later make certain counters to click. But 
it is clear that the switching on of the collecting field in itself is not respon- 
sible for the transition y— y,. The collecting field is, from the point of view of 
wave mechanics, merely another time dependent perturbation to the Schrédinger 
equation, and it causes each atom of the gas to move in so far as it is ionized. 
Thus, every atom starts to move with a certain probability and starts to produce 
secondary ions which are now doubly hypothetical as they are to be attributed 
as the probable result of a collision which has only in so far arisen as the colliding 
particle is ionized. The y state contains the colliding ions only as probably ionized 
— and in so far as an atom is not ionized it is not set in motion by the electric 
field. 

Out of all this an immensely large number of probable electron avalanches 
arise, these trigger with certain probabilities various combinations of the 
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mechanical counters — but somehow, the hypothetical mist eventually clears, 
and in the end exactly one set of counters clicks. 

The extreme positivists say that the whole of the amplifier together with 
jthe mechanical counters can be taken to be part of the quantum mechanical 
system which has as its final state superpositions of wave functions, each of 
which refers to a certain comtination of triggered counters. In this extreme 
jview the counters are in this final state triggered with certain probabilities 


jontys and they »make up their minds« to be triggered or not in the moment 


i 


his Lordship the observer enters to look at them. 

This of course is phantastic nonsense. However, the question has to be 

noe at what stage does the single state emerge from the originally mixed 

| state, and how does it emerge. It is quite certain that the counters will click in 

a definite manner, independent of any observer, and at some stage before it 
came to the triggering of counters the configuration had already been fixed. 

It would be the simplest to assume, that already to begin with the primary 
has to ionize particular ions only and that the combined wave function describing 
the various possible states refers to the statistical average only. The latter 
assumption is, however, incorrect because it leaves out the experimentally 
established fact of the interference of simultaneously co-existing states; the 
interference in fact gives the essential difference between quantum mechanies 
and the old classical theory and must not be dispensed with. 

§ 15. Thus in a complete description of the phenomena it is essential to 
assume that in the microscopic stage of the process there do occur superposed 
states — but these states cannot be really stationary. It must be assumed, so as 
to account for the discrepancy between interference effects which prove the 
co-existence of stationary states, and the fact that observations of the kind 
described above lead to definite results, that we have to modify to some extent 
the accepted formalism of quantum theory. An assumption must be formulated 
to the effect that superposed states can co-exist for some time — but such super- 
positions are not strictly stationary ; it must be assumed that after a sufficient 
time certain superposed states gradually change into simple states. 

| We demonstrate the necessity of the latter assumption on a second example 
dealing with the following real experiment. A primary is passing through a 
chamber filled with low pressure gas ; the pressure is so small that the primary 
suffers in average only about one collision in its passage. The effect of this 
collision (or collisions) is to excite some of the atoms. After the passage of the 
primary the excited atoms will emit a photon each of specified frequency. 
Suppose the light to be collected, and thrown on a grating ; suppose behind the 
grating electron multipliers arranged so that each of the cathodes cover the 
positions of one possible spectral line. After the passage of a primary, there 
will thus occasionally one (or ‘sometimes more) of the multipliers provide 
signals showing that as the result of the passage of the primary certain atoms 
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: 
were excited into specified states and that those excited atoms have later emit- — 
ted photons with frequencies corresponding to their state of excitation. 

The orthodox quantum description of this process would be (in analogy — 
to the previously described case) as follows. 

The primary particle is represented by a wave packet and the atoms of 
the gas by the usual wave functions corresponding to the atoms in ground 
states. As the effect of the interaction between primary and gas atoms, the 
wave function changes into one where each atom is represented as a super- 
position of the wave function corresponding to its ground state and those corres- 
ponding to its excited states. Owing to spontaneous emission of photons, the 
wave function changes further, the excited atomic states die down and in the 
end we get a wave function superposed of many components each component 
containing a specified number of photons. But as far as we t2ke the superposition 
seriously, these photons exist simultaneously, but each is attributed to a proba- 
bility amplitude much less than one. 

The observation is now supposed to disturb this complicated superposition 
of states so as to reduce it to a simple state where the ghosts of photons disappear 
and real photons existing with 100% probability appear. 


Just as in the previous example it is difficult to see what precisely this 
observation is that has the magic effect of clearing up the complicated state, 
and which brings about a simple state. If in our example we place the electron 
multipliers sufficiently far from the grating we can delay the last step of the 
observation considerably. Thus, as far as we take the triggering of the multi- 
pliers as the »real observation« we can let this act happen very much after the 
actual collision has come to an end. It does not seem likely that the superposed 
state should persist for a particularly long time just because we have chosen to 
place the electronmultipliers far from the grating. It seems natural to assume, 
that in reality it is not the »observation« which brings about a definite state of 
affairs, but rather that the complicated superposed state has an inherent tendency 
to simplify itself. Thus e. g. a state which contains two photons each with half 
probabilty is not really stationary, but such a state, if left alone will gradually 
develop into a state where the one photon exists with 100% probability and 
the other has disappeared altogether. 


V. A Qualitative Attempt at Modification of Wave Mechanics 


§ 16. In the previous sections we have described and analysed experi- 
ments on single photons and single elementary particles recorded by various 
sounting devices. The experimental findings of Vavilov, using small light intensities 
so that the effects of individual photons become apparent through fluctuations 
are also important in our Analysis of the behaviour of individual photons. The 
experiments considered are real experiments, i. e. such experiments which 
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either have actually been carried out or which might be carried out with standard 
experimental equipment. 

_ Our aim is to analyse these experimental findings without prejudice. We 
try thus to see what would have been the interpretation of these experimental 
findings given by, say, a classical physicist, knowing nothing about the postulates 
of quantum theory. Would such a physicist have felt that he has to give up to 


interpret these findings in terms of classical pictures or — not hampered by 
prejudices — would he have constructed a model describing electrons and 
| photons? 


My opinion is, that such a physicist would in fact have constructed a clas- 
sical picture. Why the actual development of physics has not led to a picture 
but has gone in a different direction, namely to assert that such a picture is 
impossible, may have two reasons. Firstly, the experiences which are at our 
disposal allow us now to overlook simultaneously many phenomena which have 
been cleared up gradually one by one. Secondly, and this may be the more impor- 
tant reason, some of the new ideas of relativity and quantum theory were so 
strongly in harmony with bourgeois ideology, that these ideas got an uncommon 
support from bourgeois society and this strong support made it more difficult 
to clear up the situation. Some of the physicists with wider conception did see 
the difficulties inherent in the modern ideas, as shown i. e. by the quotations 
from Planck attached to this article. 


We attempt now to sketch qualitatively such a classical picture for 
quantum phenomena. This sketch is only qualitative, as I am unable to give a 
closed theory.’ At the end of this section I discuss, however, as an illustration 
of these qualitative considerations a certain modification of the Schrédinger 
equation in a specie! care; this illustration is only meant to show that ou 
assertions are mathematically not impossible. 

§ 17. The qualitative picture, as to the behaviour of a photon or any 
elementary particle, summarized from the various considerations of this article 
is essentially as follows. 

The photon in free space spreads essentially according to Maxwell’s 

equations ; thus, the photon is supposed to be an extended structure with a 
density proportional to the energy density of the field. The behaviour of the 
photon is, however, for two reasons not fully accounted for by Maxwell’s field. 
1. It is not accounted for why a frequency v is always emitted in quanta of 
energy hv, 2. Maxwell’s equations give no explanation why a whole extended 
wave, if absorbed, is absorbed in one point. 

Maxwell’s equations give a good account of the average behaviour of 
many photons ; however, experiments on single photons are at our disposal and 


1 Max Planck [6] has also proposed modifications to the quantum formalism: the 
difficulties which led Planck to his considerations have much in common with the problems 
diseussed here. 


i 
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the results of these experiments cannot be accounted for even approximately by 
Maxwell’s equations. A theory which gives a good account of the statistical 
behaviour of photons has its great merit, but we must not shrink from the 
question as to the theory of the behaviour of single photons. The question of 
the behaviour of single photons is the more important — as statistical results 
obtained on the behaviour of photons show that photons do not interact with 
each other. 

Vavilov has demonstrated that a dark spot in an interference pattern is 
not due to photons extinguishing each other, but that such a spot is not acces- 
sible to any individual photon. Thus, each photon (independent of others), 
after passing through a grating receives a handicap to reach a dark region. 
This handicap can only come about through an interaction of the photon with 
the whole of the grating. It is therefore an experimentally established fact that 
one photon does interact with the whole of a grating and therefore the question 
cannot be avoided as to the individual behaviour of single photons. 


Considering the result of a usual macroscopic experiment, say the inter- 
ference pattern brought about by a grating, we are only interested in the statis- 
tical behaviour of the photons. It is of little interest which particular photon 
falls on a given part of the pattern. Nevertheless we must inquire as to the 
properties of the individual photons, which lead to the well-known statistical 
behaviour of an assembly of photons. 

The situation is not unlike that of the kinetic theory of gases. Describing 
the properties of a volume of gas, it is not of interest what happens to any parti- 
cular atom. Nevertheless it is of tantamount interest, what the properties of the 


individual atom are, which properties lead to the known stati tical behaviour 
of the bulk. 


In case of the photon it is often asserted that we have to be satisfied 
with a statistical description and that it is no use to search for the inner mecha- | 
nism of photons — because it is beyond our power to find it. This assertion || 
seems to us a prejudice which has established itself through several decades and 


which has hampered a more natural development. 


To get the mechanism of a single photon one should attempt to formulate; 
non-li ear equations governing the electromagnetic field. These equations 
should be such that averaged over inner parameters of the photons! they should 
reduce to Maxwell’s equations, either exactly or at least in good approximation. 
The non-linearity of the equations when applied to one photon only would 


have to account for the quantum effects : i. e. emission and absorption of energy 
amounts hy. As seen from previous discussions such a non-linear field must 
contain action with over-light velocity. 


1 These inner parameters might contain e. g. initial conditions ; photons with not very 
different initial condition might behave quite differently in the long run. 
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2. The electron. The difference between the electron and the photon pro- 
blems is, that (in low energy processes) electrons unlike photons are not emitted 
or absorbed. Nevertheless the same type of problem arises in both cases. The 
Schrédinger equation gives an excellent accpunt of one electron in a stationary 
state, e. g. of an electron in a stationary orbit of an H-atom. Further the 
Schrédinger equation describes correctly a free electron and the interference 
phenomena shown by an electron. If we were to identify an electron with its wave 
function, as Schrédinger originally proposed (see § 9,1), then we could account for 
many phenomena — however, just as in the case of the photon such a picture of 
the electron has its limitation. 

Considering an experiment of electron interference, an extended electron 
wave must be supposed to fall on a lattice which gives rise to the interference. 
According to the Schrédinger equation the wave is broken up by the lattice 
into many parts travelling along the beams corresponding to the bright spots 
of the pattern. Each electron when detected after passing through the lattice, 
is captured, or gives rise to ions, in the vicinity of one spot only. As the electron 
appears along one path only it must be supposed that at some stage the extended 
wave concentrates into one beam only. This concentration may be spontaneous, 
but it is also possible, that the interaction which leads to the detection of the 
electron in itself makes the electron to contract into one of. the beams only. 


Whatever the details of the process, a complete theory ought to describe 
the contraction. If a suitable non-linear modification of the Schrédinger equation 
were to describe the actual motion of one electron, including contraction — then 
this description must be such that averaging over initial parameters of the 
electron we get a behaviour exactly or at least in good approximation to that 
expected from Schrédinger’s equation. The initial parameters which can be 
averaged out would play a réle in the initial condition of the electron — the 
value of these parameters would determine which of the possible final states 

the electron achieves eventually in the course of motion. 

§ 18. We propose thus, that the electron or photon pos esses an extended 
structure. As long as there are no very large disturbances, this structure moves 
very nearly in accordance with Schrédinger’s equation or Maxwell’s equations. 
The precise motion of the structure is governed by some non-linear equations. 
The solutions of these non-linear equations deviate in the case of strong inter- 
actions and during the processes of contraction from the solutions of the linear 
equations, but the solutions of the non-linear equations should, averaged over 
certain parameters a of the initial conditions, reduce, at least in good approxi- 
mation, to the Schrédinger equation respectively to Maxwell’s equations. 

Schematically we may say that the motion of a single packet is described 
by a function a(r,t,z), obeying some non-linear equation, say 

da 


S(a) => Ot > (2) 
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although the zctual equation need not be necessarily of the first order in 
time. 

So as to get the correct statistical behaviour, we postulate that the average 
of ja’, over certain values of a, is equal to y. Say 


| p(r,t) |? =f | a(x,t,a) |? da (3) 


where wy obeys the ordinary Schrédinger equation. Again (3) is not necessarily 
the exact connection between a and y, the above relation serves only as an 
illustration of our idea. The integration into a has to be extended over a specified 
manifold of solutions of (2); these specified solutions might at a time t = 0 
be all fairly similar but they should separate later. 

The parameters a thus introduced are essentially the »hidden parameters«, 
of which Neumann has proved that they do not exist in quantum mechanics. 
We assert, in spite of Neumanns proof, the existence of such parameters. Neumann 
only proved that inside the framework of quantum mechanics there can be no 
hidden parameters. Thus a system containing hidden parameters cannot behave 
exactly according to quantum theory. Therefore the conception of the functions 
a(r,t,a) containing a as hidden parameter must lead somewhere to results different 
from those expected by ordinary quantum theory. Such a difference exists indeed 
between our proposed model and the ordinary quantum theory. The discrepancy 
can be best demonstrated with help of an example. 

§ 19. We consider as an example the case of an electron moving against 
a potential barrier. According to quantum theory and in essential agreement 
with experiment, the electron will be reflected or transmitted with certain proba- 
bilities. 

Suppose we represent one electron by means of a wave packet. The motion 
of the packet is governed by the Schriédinger equation: slowly diffusing it 
moves against the barrier. At the barrier it breaks into two parts the one part is 
reflected back, the other penetrates and proceeds further. 

This breaking up is a real breaking up of a packet, since the two parts, 
united again, can be brought to interference with each other. 

On the other hand, if we locate the electron by letting it trigger some 
measuring arrangement, then we find the whole of the electron in one of the 
two packets. 

Quantum theory asserts that the concentration of the particle into one 
of the parts of the packet is brought about by measurement. Thus it asserts that 
the packet remains separated into two halves until measurement sets in, and 
that the measurement extinguishes one half and completes the other half of 
the packet. According to quantum mechanics as long as no measurement has 
been made, the halves proceed into opposite directions and, at least in principle, 
the separated parts could be brought to interference with each other an arbitrary 
long time after the collision which has lead to the initial separation of the packet 
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While it is clear that the electron can indeed be located in either of the two 
‘beams a long time after the collision, there isno experimental evidence that 
the two beams could still interfere with’ each other a long time after the collision. 


This assertion of quantum theory according to which the two beams 
remain coherent indefinitely has not been verified and seems most doubtful on 
general grounds. 
We do not get into contradiction with any real experiment, if we suppose 
jthat although the wave packet really breaks up at first when colliding, never- 
|theless the fractions of the packet do not proceed into opposite directions for an 
unlimited period. There is no proof to the effect that the fractions remain separated 
\indefinitely and we think it to be much more plausible to assume that the sepa- 
jration comes gradually to an end through a process in which one of the two 
fractions is being gradually sucked up by the other. It seems plausible that 
after a sufficient time has elapsed, only one of the fragments survives. We suggest 
that once the electron has been concentrated into one of the beams, no inter- 
ference between the two beams can be achieved any more. Thus it seems reasonable 
to assume that the wave function describing the breaking up particle, at first describes 
the real spread of the particle — but gradually the particle itself takes up one definite 
direction — and then the Schrodinger wave function which remains split, ceases 
to refer to the behaviour of one particle — and it starts to express the statistical behaviour 
of many particles. ; 

Write y, for a reflected packet and yp, for a transmitted packet. The wave 
function of one electron, after collision is thus 


y =Ay, + By. 
\Af (BP =D. 


Our new assumption is that for a short time after the collision |y|’ 
represents the actual spacial distribution of one electron. Later, the spacial 
distribution of one electron is given either by |y,|’ or by |y,|", the probability 
that the first respectively the second distribution is the correct one is |A| 
and |B. 

Thus the feature of quantum theory which need not be preserved, as it is 
‘mot proved experimentally, is that a superposed state y= Ay,+ By, (where 
p, and y, are e. g. packets moving away from each other) permanently describes 
the state of one electron. In my opinion this y function describes to begin with the 
state of one particle but gradually it degenerates into the description of the 
statistical superposition of the possible states of the particle: 

In terms of the functions a(r,t,a) this may be expressed in the following 
way. At the time t = 0 there may be two initial states, not very different from 


each other namely 


a(r,0,a,) © a(r,0,a2) © p(r,0) . (4) 
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For large values of t the two initial states separate into essentially different 
states, such that say 


a(r,t,a,) © w.(r,t) 
for t large. (5) 
a(r,t,a2) x Wo(Ft) 


Thus the particle is either reflected or it penetrates, which of the two events 
happens depends on the value of a. While the a-function for a fixed a value 
describes one of the two processes only, the y-funtion contains both possibilities 
with their probability amplitudes. The equations (4) and (5) are in agreement 
with (3) since the cross term »,y,-+p,, is negligible as y, and y, have negligible 
overlap, once the packets have separated. To get complete agreement we have to 
assume that the integral i, da over such vicinities of a, and a, whick are leading 
to similar final states are proportional to the respective probabilities, thus we 
have to demand. 


fda~ AP, fda ~|Bi. (6) 


ay 


The difference between the old view and ours may thus be summarized as 
follows : 


Suppose a particle to be split on a potential barrier. 


We make an observation a long time after the collision. The observation 
may be either an interference experiment in which the two halves are brought 
together — or an experiment in which we locate the particle and find out in 
which of the two beams it is contained. The two experiments mutually exclude 
each other but we can perform either experiment. 


In the old view the first experiment compels the particle to show its|| 
extended wave nature — the other compels the particle to appear as al 
concentrated packet. It is up to the observer which experiment he carries out) 


fate of the particle cannot be foreseen from the inner parameters. 


In my view, if we wait long enough, then the two beams cease to be 
coherent. Thus a long time after the collision we can locate the particle an¢ 
carrying out many such experiments,we find a result in statistical agreemen) 
with the quantum theory; but if we try to bring the two beams to interference: 
a sufficiently long time after the collision we would find them incoherent in dis 
agreement with the prediction of quantum theory. Thus after a limited inter 
mediate period, during which intermediate period the packet is really broke; 
up, a definite final state emerges. The kind of process here proposed can b 
tlescribed by a deterministic model — as there is no need to »foresee« in the in) 
tial state as to what experiment will be performed eventually on the partick 
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So as to complete our proposed picture, we add the following remark, If 


ventually the parts will unite in form of a definitely reflected or a definitely 
jansmitted packet. It is most likely that given sufficient time such a unification 
will take place spontaneously, after sufficient separation of the parts had taken 
place — but it is also likely, that this unification can be catalysed by letting 
ithe packet interact with atoms placed to both sides of :he barrier. Once namely 
\the packet has given rise to an ion or has excited an atom on one side of the 
\barrier, then it must have contracted into a packet entirely on that side of the 
| pesrwiers quite regardless of whether or not this ion or excited atom has been 
bserved. 

Whether the orthodox view or the here proposed deterministic picture 
\gives a better description of the facts could in principle be decided by experi- 
ments investigating whether or not the components of a split electron beam 
remain indefinitely coherent. This experiment has little pro pect of success in 
this form because the y, and y, components a long time after the collision would 
behave even from the orthodox point of view for all practical purposes as if 
they were incoherent because of the band of frequencies necessarily contained 
in the initial wave packet. The difference between the old view and the new is 


whether a long time after the collision the distribution of electrons is des- 
eribed by 
\Ay, I" + |By | (6a) 


or by 
|Ay, + Bys|* - (6b) 


The difficulty in deciding this question lies in the fact that there is no 
sufficiently marked difference between the two expressions, on which difference 
a crucial experiment could be based. 

Admitting this difficulty of deciding by experiment, we prefer for the 
time being at any rate the expression (6a) which allows a deterministic des- 
cription of the phenomena and reject (6b) which implies all the consequences 
of quantum theory. 

§ 20. While the reflection and transmission of an electron on a potential 
‘barrier does not seem to be suitable to yield experimental evidence in favour 
_ of our considerations or against them there seem to be at least two experimental 
| possibilities to check up the validity of our assertions. 

1. In perfect analogy to the breaking up of an electron the breaking up of 

_a photon can be discussed. The question might be asked whether or not two 
_ coherent beams of light remain coherent even if they are separated very widely? 
This question is not connected with the well-known effect of finite coherence length 
of light. The question is rather this. Taking a Michelson interferometer and 
increasing the length of the arms without increasing the phase shift of the two 
beams, does interference cease, if the arms get too long ? Similarly the question 
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can be put whether in the case of the Sagnac experiment, the interference fringes 
cease if the area around which the two beams have to travel becomes excessive ? 

It is our opinion that in both cases the interference should cease if separa- 
tions are made bigger than a certain amount, since interference requires the 
temporary splitting of single photons and in case of too large an arrangement 
the separate parts of the photon might show a tendency to unite spontane- 
ously before having finished their path in the interferometer. If the parts of the 
photon unite by our process of constriction, the beams would be rendered 
incoherent. 


Both the Michelson and the Sagnac experiments have been carried out 
with rather large arrangements, thus the upper limit up to which a photon can 
be separated certainly exceeds many meters. 


2. If we assume that the packet corresponding to an electron cannot be 
separated permanently, then it is also plausible to assume that such a packet 
cannot become arbitrarily large. Taking the wave function of an electron in an 
H atom, we know that the radius of the wave packet representing the electron 
in an orbit corresponding to the quantum number ni is 


Li Mag my ? 


where r;;~10%cmis the Bohr radius. We should thus expect. some modification 
in the H-spectrum at large quantum numbers, provided the electron shows 
a tendency against expanding to arbitrarily large dimensions. The Balmer 
spectrum has been observed up to n ~ 30 i. e. the electron cloud is known to 
spread at least up to dimension 


T39~ 10-5 cm. 


The actual observations of the lines with high quantum numbers are, however, 
too inaccurate to show whether the lines with high quantum numbers have or 
have not the frequencies predicted by theory. It would be most useful from this 
point of view to investigate in detail the highly excited states of hydrogen 
under extremely low pressure. 

3. Our picture of the constricting photon has a somewhat paradoxical 
consequence, which might lead to an experimentally observable new effect. 
Suppose an atom A to emit a photon in form of a spherical wave. Suppose further 
a number of atoms B, C, . . . at various distance: from A capable of absorbing 
the photon. The nearest of these atoms, say B, has a chance of absorbing the 
photon before it has interacted with atoms further away ; but if B does absorb 
the photon then the photon will not reach the other atoms any more. Thus if 
there is an atom B near to A, then the presence of this atom should reduce the 
probability of the photon being absorbed by an atom C at greater distance than 
B, even, if C and B lie in opposite directions as seen from A. We might express 
this by saying that the atom B casts a shadow all round A. As we cannot pro- 
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20s a quantitative theory of the constricting photon, it is useless at this stage 
(0 try to discuss details of this process, however, it might be worth while to 
attempt experiments on photons with the view of clarifying this effect. 

§ 21. We give now a schematic example to illustrate the form we think 
the non-linear modification of the Schrédinger equation may have. It must be 
*mphasized again, that this example is merely meant as illustration. To simplify 
matters we consider an one-dimensional problem and one-particle problem. 
Using atomic units, i. e. } = m= 1, the ordinary Schrédinger equation can 
be written 


1 Nd 
yee eid: Xd (7) 


where dash" represents differentiation into the coordinate x and dot 
differentiation into time t. The amplitude a obeying the non-linear modification 
of (7) must be such that it obeys in good approximation (7) as long as stationary _ 
states are concerned; but an important difference between a and y must be that 
a should never spread oWer arbitrarily large areas. The modification of the Schré- 
dinger equation can thus be taken as a weak cohesive force keeping the particle 
together ; the force should increase strongly if the size of the packet increases 
beyond a certain measure. We introduce such a cohesive force by postulating 
the following equation for a 


——e = a (V + a? O(x))a aie | 
an (8) 
O(x) = : J Pex’) a(x’) |?dx’ | 


where P(£) is an even function monotonically Enereacing with increasing |€]. 

To fix orders of magnitude, we note that 1/a” has the dimension of a reci- 
procal length; we may put a* = 1/L where Lis the distance at which new effects 
set in. The function P(£) should be such that 


P(E)~ 0 lle fae 
P(é) >1 l€|>L. 


We sketch in the following the mathematical properties of the solutions of (8). 
1. Normalization. From (8) we see that O(x) is real. Thus denoting with * 
the complex conjugate we obtain from (8) 


pede D fa! a* — a*’a) = Slaw 
2 Ox at. 


integrating over x from — co to os co we find, provided a(x) vanishes suffi- 


ciently for |x|—> oo 


- 4 ‘fie ae ak Ua 


—3oo 
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thus we may require a to be normalized, i. e. 
+co 


f ja? dx—1. ee (9) 


—oo 


Equation (9), i. e. the actual value of the normalization, is of importance as 
(8) is non-linear. Thus a solution a is only fully defined by (8) and (9) together. 


2. Separation of solutions. We put a(x,t) = A(x)A(t), introducing this into 
(8), we have after division by a(x, t) 


1 A" 2 12 P(x B , 
Soe cg acl N (10) 
with 


+ co 


P(x) nat eh ck x’)|A(x’) |? dx’. 


As the left hand expression is independent of the time, the right hand expression 
must also be independent of time. Writing down (10) for two x values x, and x, 
so that P(x,) + P(x,) and subtracting we find 


a?|B|?(P(x,) — P(x,)) = independent of t, 
thus |B? constant and 
B= eiht) , B(t) real. (11) 
Inserting (11) into (10) we find that A(t) must be linear in time. We have thus 
a(x,t) = A(x)e—!Ft (E real) as the : 
form of any separated solution. 


The non-linear amplitude equation is 
1 er: 
pughiat (V + a°P— Ey) Ay = (12) . 


where the suffix k refers to the various eigenstates. (12) corresponds to the 
amplitude equation of Schrédinger 


; 
—5 Pi + (VE) =0. (13) 


3. Free particle stationary solution. We consider the solution of (12) for 
V(x) = 0. To see in a qualitative way the kind of solution we get, we specialize 
for the moment the cohesive force by postulating 


P(x) = ; x. : (14) 
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Introducing (14) into (12) we find for V= 0 
1 . a? + co + co 
ae Ay + An{ #28 ‘ x’ |Ajfx’) |? dx’ + f x!*|A fx’) |? dx | Feu 10) 
By suitable choice of the origin, we can achieve that 


+00 ¢ 
— | x'|A,(x’) |? dx’ =0. Thus putting 
+ co 


as 
5 f x2 | A(x’) |? dx = Fr» (15) 


we see that A,(x) is the eigenfunction corresponding to the problem of the harmo- 
nic oscillator with the fundamental frequency a. Thus we have e. g. for the 
lowest state of energy 


E, =a +5 0tF, (16) 
and 
A,(x) = ) oP (== : (17) 


Thus with help of (15) and (16) 


ieee and E,=a- 
a 


We have also more extended excited states with energies equal to na, n = 2, 
3506 
The corresponding solution of the time dependent equation (8) is thus 


a(x,t) = / eP fe 7 ax — iat 
I 


We see therefore that the particle at rest is represented by a Gaussian shaped 
packet, undergoing no diffusion. The Gaussian type of shape arises from the 
special choice of P(:). It is plausible, that the tailing off of the stationary 
solution has in general the following form : 


4. Free particle in translation. If.A(x) is a solution of (12), for V = 0 then 


a,(x,t) = A(x — vt) exp i{ex —(E+ <u (18) 
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is another solution of the time dependent equation. Introducing the above 
expression into (8) and noting that 


+o 
f P(x—x’)| a(x’) |? dx’ = 


+ co 


= { P(x—vt—x’)|A(x’)|? dx’ = P(x — vt) 
where 
= + co 
P(x) = { P(x—x’)|A(x’)|* dx’, 


we find that (18) indeed satisfies (8) prov'ded A(x) satisfies (12). 

We see therefore, that a moving particle can be described by a moving . 
wave train very similar to the known solution of the linear theory, the difference 
being that the wave train is of finite extension only and is cut off at both ends. 

The solution thus obtained is of course only one possible solution. The 
general solution for the free particle is somewhat difficult to obtain, as it is not 
the linear combination of particular solutions. We investigate qualitatively a 
type of more general solution. 


We chose as an initial condition a limited wave packet so that 
a(x,t) = f(x) for t=0, 


where f(x) = 0 for |x| >A where A has a fixed value so that A <L. The non-linear 
perturbation term will thus be very small to begin with; indeed for t = 0 
we have 


P(x) = J Pex) fle)? dx’ 20P(w HA) -— 


Thus for |x|< A the correction is proportional to a factor less than 2a?AP(2A), 
which is small by definition of P(x). For |x| >A the correction term vanishes 
exactly, because of the factor f(x). 

Thus apart from a small correction the packet diffuses in the beginning 
according to the linear Schrédinger equation. The effect of the correction term is 
merely to prevent diffusion into the outside region |x| >L. The effect of the 
non-linear term becomes noticeable once the ordinary diffusion has broadened the 
packet to a width comparable to L. 

An analytic solution of the linear Schrédinger equation representing a 
particle at rest is e. g. given by 

1 


+ P 
an — exp (- + x?/(b? — in) 


\o—it 


Wr (a 8 


THE PHYSICAL ASPECTS OF THE WAVE-PARTICLE PROBLEM A457 


thus 


2 
|W (x,t) |? = i exp(— x*b?/(b* + @”)) . 


The width of this packet at the time ¢ is 


a. =|/b? + (t/b)? . 


Provided b<L, thus, provided the packet was initially much narrower 
than L, it remains narrow compared with L until 


t<T with T=Lbm/f. 


For this period, the ordinary diffusion proceeds only little influenced by the 
perturbation. For t~T the non-linear forces come into play and stop further 
diffusion. 

5. Particles under influence of a potential. The motion of the centre of gravity 
of a packet obeying (8) can be obtained in the usual way as follows. 

Multiplying (8) with x, and subtracting the complex conjugate quantity, 
we find after integration over x 

E d + co + co 
= f x|a?| dx = —t f a*a’ dx - (19) 


t —co —co 


For stationary states the right hand expression is independent of time and 


For stationary states with real amplitudes, 4* = A’, (19) can be carried out, 
and we find 


xX=0- 


In the general non-stationary case, we find when differentiating (19) into t 
oe a oy 
X= —i f (d*a’ 4 atd’) dx; 


a’ can be obtained by differentiating (8) into x while d*is obtained from the 
complex conjugate of (8), thus as a result of a simple calculation we find 


ay ree 
dx dx 
where 
— — 
aa) Aa MLA BYR EP 


dx —oco dx 
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is the average force on the particle while 


1 = < f 20) |a(x) |? dx 
dx —co 


is something like the force of a particle upon itself. The latter »self-force« is, 
however, exactly zero. Indeed we have from (8) 


8O(x) _ if re 


a ere ny eg dx 
Ox —co 
thus 

d0(x) i |a(x) |? a(x’)? dx dx’ = 0. 


dP(x) 


The latter integral is zero as 


j 
is necessarily an odd function. Thus the | 
self-force. has no effect on the motion of the packet as a whole and the accele- 


ration of the centre of gravity of the packet is given exactly by 


dey gle 


x= a(x) |? dx - (20) 


Thus, just as in the linear theory, the acceleration of the centre of gravity is 
such as if the force was spread out over the whole of the packet. The difference 
between our picture and that of the linear theory is that in the old theory 
under the influence of a potential barrier a packet could break up into two or 


more fragments and the X referred to the average over all the fragments ; 
in the non-linear theory the packet never exceeds a size much larger than L 
and the X refers to the motion of this connected packet. 


Equation (20) shows that a packet under the influence of a slowly varying 
force moves in good approximation like a classical particle; indeed, if we 
neglect the variation of V(x) across the particle we have 


pemeg UE ONE ars 
dx dx /x=x 


The analogy to classical theory is much closer in our non-linear theory than 
in the linear theory, as in the non-linear theory a packet cannot break up or 
grow to arbitrary large size. Thus, if it behaves classically to begin with 1t 
will do so indefinitely 

6. Collision of a particle with a potential barrier.Suppose a packet coming 
from the left collides against a potential barrier which is essentially narrower 
‘han the width ot the particle. We might suppose e. g. that the particle is given by 
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| a(x,t) |? = = exp[—a(x—vt)*] (21) 


| and the potential by 


V(x) =V, exp(— fa?) - (22) 


If we neglect for the moment the reaction of the potential on the particle then 
we can introduce (21) and (22) into (2) and we get 


% +00 
X& = f V, exp(— a(x — vt)? — Bx?) dx 


_ ¥? Vout exp(—yv"t*) 
= op 
BiG, 


Thus in case of a repulsive potential the particle is first slowed down and after- 
wards accelerated again, in the end it moves with its original velocity. The above 


with 


approximation is, however, very rough indeed. If we improve the approximation 
by taking the disturbance of the potential on the wave packet into account, then 
we get waves reflected on the barrier travelling through the particle and giving 
rise to interference. Consequently |a*| will become a complicated function and the 
total acceleration will oscillate in a complicated manner. It is difficult to foresee 
what the result of this interaction will be. It seems plausible, although to prove 
this would need a detailed mathematical investigation, that in the end the 
particle is either transmitted or reflected, which of the two actually happens 
depending on detail. It is conceivable that very similar packets might have 
different fates in the end. It seems that the non-linear model leads to either 
reflection or transmission in any particular case, how far, the form here proposed 
leads to a statistically correct distribution of reflection and transmission results, 
I could not yet ascertain. 

. 7. Closed stationary states. A solution of Schrédinger’s amplitude equation 
(13) is a good approximation of the solution of (12) in the region |x|< L. If the 


bulk of the solution is inside the interval |x|< L then the corresponding energy 


level E, will be near E,. This can be seen qualitatively by arguments similar to 
those employed in discussing a limited wave packet. There exist, however, 


more than one state E, of the non-linear equation corresponding to 
one state E, of the linear equation. These states signify states where 
the particle is in a »self-excited« state. Schematically the stationary 
solutions of (12) are obtained as the solution of the linear equation 
where the potential V(x) is put into the middle of a potential box 
of width 2L. The solution: of the linear equation sufficiently fa: from the 
centre exponentially declines if there is no box. With the box the wave function 
must be zero at the wall of the box, thus the tail of the actual solution must 


Q* 
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contain a small admixture of an increasing exponential, so that the two terms 


cancel each other at the boundary The apprcach to the boundary is possible - 


in two ways as corresponding to two slightly different solutions. 

Summarizing, we see, that the non-linear modification of the Schrédinger 
equation gives only unessential modification of the stationary states of a bound 
electron. Further it le: d; to an essentially classical behaviour of a particle in slowly 
varying fields. Thus the modification leads to little change in the actual results. 
where the old theory is known to be valid. The new feature of the non-linear 
equation is, that it never leads to a permanent breaking up of a wave- 
packet. 

§ 22. In the last paragraph we have shown by means of an example 
how a non-linear modification of the Schrédinger equation can be thought of, 
so that the essential features of wave mechanics remain and the modification 
affects only results where the predictions of the old wave mechanics do not seem 
reliable. Our discussion of this non-linear model remained, however, incomplete, 
in so far as we could not show whether or not it leads to correct statistical results, 
e. g. we could not show whether the reflection and transmission probabilities 
of a packet are essentially in agreement with those obtained in the usual way. 
I hope to investigate the latter problem in the near future. 

A further difficulty of our picture is that it seems to be applicable to one- 
body problems only. Schrédinger actually gave up his interpretation of the 
smeared-out electron because of the difficulty of extending it to more-particle 
problems. The latter difficulty might be overcome in our opinion once we make 
a clear distinction between the wave function -p and the amplitude a. We have 
assumed in the example of the previous paragraph that in case of a simple 
wave packet ya until such a time where yspreads out over too large a region. 
The latter assumption might be generalized by dropping completely the direct con- 
nection betwen a and yw and merely assuming that some kind of time average 
of a is equal to y, thus in the one-body problem we may assume e. g. 


iio 
5p [iat ta de = ip (et) (23) 
as 4 


with not too large value of 6. Accepting (23) we can generalize and assume 
in the case of say a two-body problem 


1 +3 


26 | a,(r,,t ais 7) | a,(r5,t =i 7) i; a7 | p(t1.T2t) |? (24) 


where a, and a, are the amplitudes of two electrons and y(r,, r,, t) the Schré- 
dinger wave function describing the state of both electrons together. 


Equation (24) shows plausible general features, namely integrating over _ 
r,, or r, we get a relation of the type (23). The symmetry of ly |? requires a | 


‘ 


% * 
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certain connection between a, and a, but this connection is rather weaker 
than a,(r,t) = a,(r,t). An interconnection between the two amplitudes a, and 
a, is indeed to be expected as the motion of the one electron is not independent 
of that of the other. 

This very brief sketch given here is meant to show only that it does not 
in principle seem impossible to generalize Schrédinger’s picture of the 
smeared. out electron to many-body problems. 


Appendix 


We reproduce an extract out of a renarkable lecture delivered by Max 
Planck in 1935 with the title: »Die Physikim Kampf um die Weltanschauung«. 
although we do not agree with all views expressed in the quotation. 

Priifen wir nun einmal den vorliegenden Sachverhalt. Der theoretischen 
Physik liegt zugrunde die Annahme der Existenz realer, von den Sinnesem- 
pfindungen unabhangiger Vorgange. Diese Annahme muss unter allen Umstanden 
aufrecht erhalten bleiben ; auch die positivistisch eingestellten Physiker bedienen 
sich tatsachlich ihrer. Denn wenn sie auch an dem Primat der Sinnesempfindun- 
gen als der einzigen Grundlage der Physik festhalten, so sind sie doch, um einem 
unverniinftigen Solipsismus zu entgehen, zu der Annahme gendtigt, dass es 
auch individuelle Sinnestauschungen, Halluzinationen gibt, und kénnen diese 
nur ausschliessen durch die Forderung, dass physikalische Beobachtungen 
jederzeit reproduzierbar sind. Damit wird aber ausgesprochen, was durchaus 
nicht von vornherein selbstverstandlich ist, dass die funktionellen Beziehungen 
zwischen den Sinnesempfindungen gewisse Bestandteile enthalten, die unab- 
hangig sind von der Persénlichkeit des Beobachters, ebenso wiz von der Zeit 
und dem Ort der Beobachtung, und gerade diese Bestandteile sind das, was 
wir ‘als das reale an dem physikalischen Vorgang bezeichnen, und was wir in 
seiner gesetzlichen Bedingtheit zu erfassen suchen. 


Zu der Annahme der Existenz realer Vorgange hat nun aber die klassische 
Physik, wie wir sahen, stets die weitere Annahme gefiigt, dass das Verstandnis 
fiir die Gesetzmassigkeiten der realen Vorginge sich vollstandig gewinnen lasst 
auf dem Wege fortschreitender raumlicher und zeitlicher Teilung bis ins unendlich 
Kleine. Das ist eine Voraussetzung, die bei genauer Betrachtung eine starke 
Einschrankung enthilt. Sie fihrt z. B. zu dem Schluss, dass die Gesetze eines 
realen Vorganges sich vollstandig verstehen lassen, wenn man ihn trennt von dem 
Vorgang, mittelst dessen er gemessen wird. Nun liegt es nahe, die folgende 
Uberlegung anzustellen : der Messungsvorgang kann nur dann von dem realen 
Vorgang Kunde geben, wenn er mit ihm irgendwie kausal zusammenhangt und 
wenn er mit ihm kausal zusammenhangt, wird er ihn im allgemeinen auch mehr 
oder weniger beeinflussen und ihn in gewisser Weise stéren, wodurch das Messungs- 
resultat verfailscht wird. Diese Stérung und der durch sie bedingte Fehler wird 
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um so bedeutender sein, je enger und feiner der Kausalnexus ist, der das reale 
Objekt mit dem Messungsinstrument verkniipft, die Stérung wird sich herab- 
mindern lassen, wenn man den Kausalnexus lockert, oder wie wir sagen kénnen, 
wenn man die Kausaldistanz zwischen Objekt und Messungsinstrument ver- 
gréssert. Ganz vermeiden lasst sich die Stérung nie; denn wenn man die Kausal- 
distanz unendlich gross nimmt, d. h. wenn man Objekt und Messungsinstrument 
vollstandig voneinander trennt, so erfahrt man iiberhaupt nichts von dem 


realen Vorgang. 


Da nun gerade die Messungen an einzelnen Atomen und Elektronen 
ausserst feine und empfindliche Methoden, also eine enge kausale Distanz 
erfordern, so versteht man, dass die genaue Bestimmung der Lage eines Elek- 
trons mit einem verhaltnismassig starken Eingriff in seinen Bewegungszustand 
verbunden ist, und ebenso umgekehrt, dass die genaue Messung der Geschwindig- 
keit eines Elektrons eine verhaltnismassig lange Zeit erfordert. Im ersten Fall 
wird die Geschwindigkeit des Elektrons gestért, im zweiter Fall verwischt sich 
die Lage des Elektrons im Raume. Das gibt eine Kausalerklarung fir die oben 
besprochene Ungenauigkeitsrelation. 


So einleuchtend diese Uberlegung erscheint, kann sie doch noch nicht den 
eigentlichen Kern unseres Problems treffen. Denn der Umstand, dass der Ablauf 
eines physikalischen Vorganges durch das Messungsintrument gestért wird, 
ist auch in der klassischen Physik wohlbekannt, und es ware von vornherein gar 
nicht einzusehen, warum es nicht bei fortschreitender Verfeinerung der Messungs- 
methoden einmal gelingen sollte, auch bei Elektronen den Betrag der Stérung 
im voraus zu berechnen. Wir miissen also, um dem Versagen der klassischen 
Physik im Bereich des Mikrokosmos auf den Grund zu kommen, noch etwas 
tiefer schiirfen. 


Einenwichtigen Schritt vorw4rts in dieser Frage brachte die Aufstellung der 
Quantenmechanik oder Wellenmechanik, aus deren Gleichungen sich nach 
genauen Vorschriften die beobachtbaren atomaren Vorgange in voller Uberein- 
stimmung mit der Erfahrung berechnen lassen. Allerdings liefert die Quanten- 
mechanik nicht wie die klassische Mechanik die Lage eines einzelnen Elektrons 
zu einer bestimmten Zeit, sondern sie liefert nur die Wahrscheinlichkeit dafir, 
dass sich ein Elektron zu einer bestimmten Zeit in irgendeiner beliebig ange- 
nommenen Lage befindet, oder, wie man auch sagen kann, sie liefert fiir eine 
grosse Schar von Elektronen diejenige Anzahl derselben, welche zu einer bestimm- 
ten Zeit sich in irgendeiner Lage befinden. 


Das ist ein Gesetz von lediglich statistischem Charakter. Seine ausgezeichnete 
Bestatigung durch alle vorliegenden Messungen auf der einen Seite, und die Tat- 
sache der Ungenauigkeitsrelation auf der anderen Seite haben eine Reihe von 
Physikern veranlasst, die statistische Gesetzmassigkeit als die einzige und 
endgiltige Grundlage fir alle gesetzlichen Beziehungen, zunachst einmal auf 


“am 
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dem Gebiet der Atomphysik anzusehen und die Frage nach der Kauzalitat der 
einzelnen Ereignisse fiir physikalisch sinnlos zu erklaren. 


Hier stossen wir nun auf einen Punkt, dessen nahere Erérterung von 
besonderer Wichtigkeit ist, da sie tief in die grundsatzliche Frage nach der 
Aufgabe und nach den Leistungen der Physik hineinfiihrt. Wenn man als 
Aufgabe der physikalischen Wissenschaft die Aufdeckung der gesetzmassigen 
Beziehungen zwischer den realen Vorgangen in der Natur betrachtet, so gehért 
die Kausalitat mit zum Wesen der Physik und ihre grundsatzliche Ausschaltung 
muss zum mindestens als stark bedenklich empfunden werden. 


Vor allem ist zu bemerken, dass die Giiltigkeit statistischer Gesetzmas- 
sigkeiten mit dem Walten einer strengen Kausalitat sehr wohl vertraglich ist. 
Schon die klassische Physik enthalt zahlreiche Beispiele dafiir. Wenn z. B. der 
Druck eines Gases auf die umschliessende Gefasswand durch den unregelmassigen 
Anprall der zahlreichen nach allen Richtungen durcheinanderfliegenden Gas- 
molekiile seine Erklarung findet, so steht damit nicht in Widerspruch, dass der 
Stoss eines einzelnen Molekiils gegen die Wand oder gegen ein anderes Molekil 
nach einem ganz bestimmten Gesetz erfolgt und daher kausal vollkommen 
determiniert ist. Nun mag man einwenden, dass strenge Kausalitat bei einem 
Vorgang erst dann als unwiderleglich bewiesen erachtet werden kann, wenn man 
in der Lage ist, den Verlauf des Vorganges genau vorauszusagen, dass aber 
niemand die Bewegung eines einzelnen stossenden Molekiils zu kontrollieren 
vermag. Demgegeniiber ist zu erwidern, dass ein wirkliches genaues Voraus- 
sagen eines Vorganges in der Natur iiberhaupt in keinem einzigen Falle méglich 
ist, und dass daher von einer unmittelbaren exaktenexperimentellen Priifung der 
Giiltigkeit des Kausalgesetzes niemals die Rede sein kann. Bei jeder noch so 
genauen Messung zeigen sich unvermeidliche Beobachtungsfehler. Deswegen 
wird aber doch sowohl das Messungsergebnis als auch jeder einzelne Beobach- 
tungsfehler auf besondere kausale Bedingungen zuriickgefiihrt. Wenn wir am 
Meeresufer dem Spiel der schdumenden Brandung zuschauen, so hindert uns 
nichts an der Uberzeugung, dass jedes einzelne Wasserblaschen bei seiner 
Bewegung streng kausalen Gesetzen folgt, obwohl wir nicht daran denken 
kénnen, sein Entstehen und Vergehenim einzelnen zu verfolgen, geschweige denn 
vorauszuberechnen. 


Aber jetzt wird hier die Ungenauigkeitsrelation ins F eld gefiihrt. Solange 
die klassische Physik in Geltung war, konnte man hoffen, dass die unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler durch gehdrige Steigerung der Messgenauigkeit 
unter jede Grenze herabzumindern seien. Diese Hoffnung ist seit der Entdek- 
kung des elementaren Wirkungsquantums zunichte geworden. Denn das Wirkungs 
quantum setzt eine bestimmte objektive Grenze fiir die erreichbare Genauigkeit 
fest, und innerhalb dieser Grenze gibt es keine Kausalitat mehr, sondern nur 
noch Unsicherheit und Zufall. 
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Die Antwort auf diesen Einwand haben wir schon vorbereitet. Der Grund 
fir die Ungenauigkeit der Messungen in der Atomphysik braucht nicht in einem 
Versagen der Kausalitat zu liegen, sondern sie kann ebensowohl auf einem 
Fehler der Begriffsbildung und der daran ankniipfenden Fragestellung beruhen. 

G rade die Wechselwirkungen zwischen dem Messungsvorgang und dem 
realen Vorgang sind es ja, welche uns die Ungenauigkeitsbeziehung wenigstens 
bis zu einem gewissen Grade kausal verstandlich machten. Danach kénnen wir 
die Bewegung eines Elektrons ebensowenig im einzelnen verfo'gen, wie wir 
etwa ein farbiges Bild sehen kénnen, dessen Dimensionen noch kleiner sind als 
die Wellenlange seiner Farbe. 

Freilich : den Gedanken, dass es mit der Zeit doch einmal gelingen werde, 
die Unsicherheit physikalischer Messungen durch Verfeinerung der Messungs- 
instrumente in unbeschranktem Masse herabzumindern, miissen wir als sinnlos 
ablehnen. Aber gerade die Existenz einer derartigen objektiven Schranke, wie 
sie durch das elementare Wirkungsquantum dargestellt wird, muss als ein 
Zeichen fiir das Walten einer gewissen neuartigen Gesetzlichkeit bewertet 
werden, die doch ihrerseits sicherlich nicht auf Statistik zuriickgefihrt werden 
kann. Und ebenso wie das Wirkungsquantum stellt auch jede andere elemen- 
tare Konstante, wie z. B. die Ladung oder die Masse eines Elektrons, eine 
absolut gegebene reale Grisse vor, und es erscheint mir véllig abwegig, wenn 
man diesen universellen Konstanten, wie es die Verneiner jeglicher Kausalitat 
eigentlich konsequenterweise tun miissten, eine gewisse prinzipielle Un- 
genauigkeit beilegen wollte. 


Dass den Messungen in der Atomphysik eine prinzipielle Genauigkeitsgrenze 
gezogen ist, wird auch durch die Uberlegung verstandlich, dass die Messungs- 
instrumente ja selber aus Atomen bestehen und dass die Genauigkeit jedes 
Messinstrumentes ihre Grenze findet in der Empfindlichkeit, mit der es anspricht. 
Mit einer Briickenwaage kann man nicht auf Milligramme genau messen. 

Wenn man nun aber nur Briickenwaagen zur Verfiigung hat und wenn 
jede Aussicht fehlt, sich feinere Waagen zu verschaffen? Ist es dann nicht 
ratsamer, auf den Versuch genauer Wagungen grundsetzlich zu verzichten 
und die Frage nach den einzelnen Milligrammen fir sinnlos zu erklaren, als 
einer Aufgabe nachzuspiiren, die durch direkte Messungen gar nicht gelést 
werden kann? Wer so spricht, der unterschatzt die Bedeutung der Theorie. 
Denn die Theorie fihrt uns in gewisser von vornherein gar nicht absehbarer 
Weise iiber die direkten Messungen hinaus, vermittelst der sogenannten 
Gedankenexperimente, die uns weitgehend unabhangig machen von den 
Mangeln der wirklichen Instrumente. 

Nichts ist verkehrter als die Behauptung, ein Gedankenexperiment 
besitze nur insofern Bedeutung, als es jederzeit durch Messung verwirklicht 
werden kann. Wenn das richtig ware, so wiirde es z. B. keinen exakten geo- 
metrischen Beweis geben. Denn jeder Strich, den man auf dem Papier ziehen 
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kann, ist in Wirklichkeit keine Linie, sondern ein mehr oder weniger schmaler 
Streifen, und jeder gezeichnete Punkt ist in Wirklichkeit ein kleinerer oder 
grésserer Fleck. Trotzdem zweifeln wir nicht an der strengen Beweiskraft 
geometrischer Konstruktionen. 

Mit dem Gedankenexperiment erhebt sich der Geist des Forschers 
iiber die Welt der wirklichen Messwerkzeuge hinaus, sie verhelfen ihm zur 
Bildung von Hypothesen und zur Formulierung von Fragen, deren Prifung 
durch wirkliche Experimente ihm den Einblick in neue gesetzliche Zusammen- 
hange eréffnet, auch in solche Zusammenhange, welche einer direkten Messung 
unzuginglich sind. Ein Gedankcnexperiment ist an keine Genauigkeitsgrenze 
gebunden, denn Gedanken sind feiner als Atome und Elektronen, auch fallt 
dabei die Gefahr einer kausalen Beeinflussung des zu messenden Vorganges 
durch das Messungsinstrument fort. Die einzige Bedingung, von der die erfolgreiche 
Durchfiihrung eines Gedankenexperimentes abhangt, ist die Voraussetzung 
der Giiltigkeit widerspruchsfreier gesetzlicher Beziehungen zwischen den be- 
trachteten Vorgangen. Denn was men als nicht vorhanden voraussetzt, darf 
man auch nicht zu finden hoffen.. 


Gewiss ist ein Gedankenexperiment eine Abstraktion. Aber diese Abstrak- 
tion ist dem Physiker, und zwar sowohl dem Experimentator wie dem Theore- 
tiker, bei seiner Forschungsarbeit ebenso unentbehrlich wie diejenige, ‘dass es 
eine reale Aussenwelt gibt. Denn ebenso wie wir bei jedem Vorgang, den wir 
in der Natur beobachten, etwas vorausetzen miissen, was unabhangig von uns 
_verliuft, miissen wir, auf der andern Seite danach trachten, uns von den Mangeln 
unserer Sinne und unserer Messungsmethoden méglichst zu befreien, und von 
einer héheren Warte aus die Einzelheiten des Vorganges zu durchschauen. 
Diese beiden Abstraktionen sind gewissermassen einander entgegengesetzt. 
Der realen Aussenwelt als Objekt steht der sie betrachtende ideale Geist als 
Subjekt gegeniiber. Beide lassen sich nicht logisch deduzieren, und es ist daher 
auch nicht méglich, diejenigen, die sie ablehnen, ad absurdum zu fihren. Aber 
dass sie bei der Entwicklung der physikalischen Wissenschaft beide eine 
entscheidende Rolle spielen, ist nun einmal eine Tatsache, von der jedes Blatt 
der Geschichte Zeugnis ablegt. Gerade die grossen Geister und Bahnbrecher 
der Physik, die Kepler, Newton, Leibniz, Faraday, wurden getrieben von ihrem 
Glauben einerseits an die Realitat der Aussenwelt, anderseits an das Walten 
einer héheren Vernunft in oder iiber ihr. 

Man sollte nie vergessen, dass alle schépferischen physikalischen Ideen 
ihren Ursprung an dieser zweifachen Quelle haben, zunachst allerdings meist 
in mehr oder weniger provis-rischer, durch die Eigenart der Phantasie des ein- 
zelnen Forschers bedingter Gestaltung, dann mit der Zeit in mehr bestimmtere 
und selbstandigere Formen gefasst. Gewiss hat es in der Physik stets auch eine 
Anzahl von triigerischen Ideengangen gegebén, auf die vielfach unniitze Arbeit 
verwendet wurde. Aber auf der anderen Seite hat sich doch auch ma nches Problem 
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das zunachst von scharfen Kritike n als sinnlos abgelehnt wurde, als héchst 
bedeutungsvoll erwiesen. Noch vor 50 Jahren galt bei allen positivistisch den- 
kenden Physikern die Frage der Bestimmung des Gewichts eines einzelnen 
Atoms als physikalisch sinnlos, als ein Scheinproblem, weil es éiner wissen- 
schaftlichen Untersuchung unzugianglich sei. Heute lasst sich das Gewicht 
eines Atoms bi; auf den zehntausen:isten Teil seines Betrages angeben, obwohl 
unsere feinsten Waagen zur direkten Messung ebenso untauglich sind, wie 
eine Briickenwaage zur Messung von Milligrammen. Daher muss man sich 
wohl hiiten, ein Problem, fiir dessen Bewaltigung vorerst kein deutlicher Weg 
zu erblicken ist von vornherein fiir ein Scheinproblem zu erklaren. Es gibt eben 
nun einmal kein Kriterium, um a priori zu entscheiden, ob ein vorliegendes 
Problem physikalisch sinnvoll ist oder nicht. Das ist ein Punkt, der von den 
Positivisten vielfach tibersehen wird. Die einzige Méglichkeit, um zu einer richti- 
gen Bewertung des Problemes zu gelangen, liegt in der Priifung der Folgerungen, 
zu denen es fiihrt. Daher werden wir auch angesichts der fundamentalen Bedeu- 
tung, welche die Voraussetzung einer streng waltenden Gesetzlichkeit fiir die 
physikalische Wissenschaft besitzt, die Frage nach ihrer Anwendbarkeit in der 
Atomphysik nicht vorschnell fir sinnlos erklaren diirfen, sondern wir werden 
zunachst einmal alles versuchen miissen, dem Problem der Gesetzlichkeit auf 
diesem Gebiet auf die Spur zu kommen. 
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@®M3HU4UECKHE. OTHOIWEHHA MPOBJIEMbI BOJIHbI UACTHIIbI 
JI. StHomm 


Peswme 


B cratbe aHaHsHpylWTcA OCHOBHBIe NOHATHA KBaHTOBOH TeopHH. TloqpoOno Hccse- 
AyeTea Bompoc, pasBe pesy JIbTaThl OpTOAOKcabHOH KBaHTOBOH TeOpHH OesyCNOBHO CJesy 1l0T 
3 9KCMepUMeHTAaJIbHIX JaHHbIx. Us sToro aHasM3a ABTOP IPHXOANT K 3aKJIOUeHH1O, YTO MODKHO 
ocTaBHTb 6e3 BHHM@HHA HeCKOJIbKO CieKy JATHBHBIX pe3y JIbTATOB KBaHTOBOH TeopHH HW Mmpez- 
cTaBJIAeTCA BOSMODKHOCTb, XOTAOL! NPHHUMMHAIbHO HAaHTH [1s KBaHTOBBIX ABJIEHHH MO/eIb, 
croamad Obl HaMHOro OmMxKe K KaccH4ecKOH, 4emM STO OObIGHO cuHTaeTcA. Taka MO/eJIb 
cmMorwia Obl CfelaTb HSJMMIHHMM HeMpHeMJIMMble HfeawMCTHYeECKHe KOHKI0SHH TeOpHH, 6e3 
Toro, YTOOL monana 6b B MpoTHBopeye C pesybTATAMH TeEOPHH, OCHOBbIBAIOMIHXCA Herl0- 
cpecTBeHHO Ha ojlibire. 

Mojet B ApKo BbIpakeHHol opmMe HcMONb3yeT MpeAMONOKeHHe, UTO wMeetca el- 
crave paciipocrpanAlomeecn CO CKOPOCTbiIO — Oombulelt CKOpocTH pacnpocTpaHeHHA CBeTa. 
B ctaTbe nmofyepKuBaeTca, 4TO NMOCNefOBATeIbHEI aHaHS IKCMepHMeHTAJIbHBIX (akToB 
GesyCOBHO IpHBOAMT K TaKHM MpeAMOOKeHHAM. 
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LETTERS TO THE EDITOR 


UNTERSUCHUNGEN 
UBER DIE BLAUEN BANDEN DES SrO 


(Eingegangen ; 9. II. 1952.) 


Das blaue Bandensystem des SrO-Molekiils wurde im Lichtbogen (zwischen 


mit Strontiumsalz getrankten Kohleelektroden) mit einem 6,5 m-Konkavgitter 
| aufgenommen, und die Rotationsanalyse der 0—1, 0—3, 1—1 und 1—4 Banden 
| durchgefihrt. Die Banden, die sich gegenseitig stark tiberlagern, enthalten je 
| einen P-, R- und Q-Zweig und kénnen einem Elektroneniibergange *J/—'Y 
| zugeordnet werden. Fiir die Rotationskonstanten der untersuchten Schwin- 
}) gungsniveaus ergaben sich die folgenden Werte (in cm): 


Bi = 0,2928; Di =0,47-10-§ BY” =0,3346; D” = 0,33 - 10-6 
B= 0,2916; D/=0,54-10-6 BY” =0,3306; D” = 0,48 - 10-6 
B’ = 0,3288; D* = 0,57 - 10-6. 


Das infrarote Bandensystem des SrO entspricht nach Almkvist und 


| Lagerqvist [1] einem *2—'*L Elektroneniibergang ; hier sind die Rotations- 


konstanten der bisher bekannten Schwingungsniveaus v” = 0 und | des unteren 
Elektronenzustandes: B; — 0,3368, D; = 0,35 - 10°-°, Bi; =0,3347, Di= 
= 0,38 - 10 °cm '. Auf Grund der recht guten Ubereinstimmung dieser 
Werte von 5,, Dj, sowie von B; und a, (Bz = 0,3378, a, = 0,0020) mit 
den entsprechenden, aus dem blauen System erhaltenen Werten (hier ist 
B; = 0,3375, a; = 0,00195) hat man es als bewiesen anzusehen, dass der 


untere Elektronenzustand des blauen Bandensystems mit dem unteren Zustand 
| des infraroten Systems gemeinsam ist. 


Die Rotationsanalyse ergibt fiir die Wellonzablen der Null-linien der 
untersuchten vier Banden des blauen Systems : 


rl, 1) = 23988,94, v,(0,3) = 22721,31, 1(1,1) = 24502,36, 
‘y9(1,4) = 22612,98 cm—. 


Die unter Verwendung dieser Daten (und der Konstanten Bj, Bj) berechneten 
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Wellenzahlen der Bandenkanten sind in den mittleren Zeilen der nachstehenden 
Tabelle angegeben und mit dén Ergebnissen der Schwingungsanalysen von 
Mahanti [2], bzw. von Mecke und Guillery [3] (in den ersten baw. dritten Zeilen 


“ ° 1 
v ~ } 
— 
23990,32 | 24502,41 
1 23991,29 | 24504,61: 
23993,9 24506,9 
_ | 22723,58 
3 22723,90 
22729,1 
22613,50 
4 22615,58 
22621,4 


der Tabelle) verglichen. Beachtet man, dass die letzteren Werte auf Grund von 
Messungen mit Prismenspektrographen relativ kleiner Dispersion gewonnen 
wurden, so kann die Ubereinstimmung als gut bezeichnet werden. 

Eine ausfihrliche Mitteilung erfolgt demndachst. 
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